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Рассматривается движение диагностической машины-автомата по проводам  
линии электропередачи. При математическом моделировании движения исполь-
зуется лагранжева механика твердых и упругих тел с применением аппарата 
компьютерной математики: выявлены пилообразные колебания в вертикальной 
плоскости и поперечные движения типа параметрического резонанса.  
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Для исследования динамики проводов линий электропередачи создаются специальные 
диагностические машины-автоматы (ДМА) [1, 2]. Так, М. Р. Бахрами разработана оригиналь-
ная ДМА [3], включающая в себя моторизованные ведущие колеса, „руку“ с захватом и цен-
тральную коробку (рис. 1, а). Машина может проходить через различные препятствия на про-
водах (амортизаторы, зажимы, предупреждающие шары). 

Однако работа подобных устройств может быть нарушена вследствие реакции проводов 
на различные воздействия [4]; например, даже при медленном движении ДМА по проводам 
возможны опасные колебания, приводящие к ее отказам или разрушению. Это обусловливает 
необходимость математического моделирования движения ДМА на стадии проектирования, 
чтобы выбрать приемлемые варианты конструкции машины, снизить затраты на эксперимент 
и обеспечить безопасность работы персонала. 

В настоящей статье представлены результаты по разработке методики моделирования 
движения ДМА, включающей вывод уравнений динамики машины и решение их средствами 
компьютерной математики (MathCad). Уравнения выведены на основе механики Лагранжа 
для твердых и деформируемых тел с применением вариационного исчисления [5]. 
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Рис. 1 
Допустим, что провод является натянутой струной, ДМА — точечной массой, и движе-

ние происходит в вертикальной плоскости ,x y  (рис. 1, б). 
В известной постановке задачи выражение для прогиба струны ( , )u x t  имеет следующий 

вид: 
δ( ξ( )) ρ ; 0, : 0; 0 : 0, 0Tu P x t u x l u t u u          , (1)

где T  — сила натяжения струны; P mg  — вес ДМА; ρ  — погонная масса струны; l  — 
длина струны; штрих и точка означают дифференцирование по координате x  и времени t ; 
ξ( )t  — заданный закон движения нагрузки, причем ξ(0) 0 .  
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Выражение (1) представляет собой упрощенную постановку задачи, поскольку в динами-
ке нагрузка может быть направлена не вертикально, и соответственно струна колеблется не в 
вертикальной плоскости. 

Статическому приближению (ρ 0 ) соответствует условие 
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Динамическое решение задачи (1) можно найти методом собственных функций. При 
ξ vt  (движение ДМА с постоянной скоростью)  
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Как показали расчеты (в среде MathCad), прогиб в точке нагружения ( , )u vt t  отличается 

от квазистатического ( )SU vt  только пилообразными колебаниями струны. 

Учтем массу струны. При законе движения ξ( )t  и прогибе струны ( , )u x t  имеем сле-
дующие выражения для координат, скоростей и ускорений движущейся массы: 

2ξ( ), (ξ( ), ) ξ, ξ , ξ, ξ ξ 2 ξ .x t y u t t x y u u x y u u u u                          
Используем вариационную методику Лагранжа — Ритца — Канторовича [5]. Обобщен-

ные координаты , 1... ,iU i k  вводятся аппроксимацией прогиба 
1
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k

i i
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( )φ( )TU t x  (в матричных обозначениях). Координатные функции φi  заданы такими же, как

в уравнениях (2). Удвоенная кинетическая энергия струны при 0 определяется как 
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где введены матрицы 
0

ρφφ , μ φφ , σ φ φ , η φφ
l

T T T TM dx m m m      . 

Определив потенциальную энергию 
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и приняв ξ constv  , составим уравнения Лагранжа: 
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Здесь производные по столбцу — это столбцы из производных по компонентам. Для 

квадратичных функций имеем ( ) 2TU CU U CU   . При этом заметим, что η (ξ) σ κ,T    

κ(ξ) φφ ,Tm   μ (ξ) η η 2ηT    . 
Правую часть последнего уравнения в системе (5) преобразуем к каноническому виду 

для последующего численного интегрирования ( 1Λ ( μ)M   ): 
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U V

V F C v U v V

 


    




(6)

Важным для последующих расчетов является ускорение точечной массы 
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Система (6) решается численно (программа Rkadapt в пакете MathCad) при нулевых на-
чальных условиях.  

Заданы следующие значения параметров: 10 кНT  , 1кНP  , 1м сv  , ρ 5кг м , 
200 мl  , число степеней свободы 15k  . На рис. 2, а—в соответственно представлены ре-

зультаты расчета — временные зависимости прогиба струны в нагруженной точке 
( ) ( , )mU t u vt t , скорости mU  и ускорения mU . Величина прогиба в данном случае сопоставима 

с решением (2), но скачкообразные изменения скорости, характерные для решения (2), отсут-
ствуют, что является следствием аппроксимации при вариационном подходе. 
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Рис. 2 
Резким изменениям скорости соответствуют ударные импульсы сил инерции (перенос-

ного движения), возбуждающие параметрические колебания ДМА. Рассмотрим более слож-
ную модель с движущимся по струне физическим маятником (рис. 3). 
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Координаты и скорость центра масс системы, при прогибах струны ( , ), ( , )y zu x t u x t  и 

угле отклонения θ( )t  маятника, определяются выражениями 
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y z

y y z z

x t y u t z u t x

y u u z u u

      

      



    

где ε  — расстояние от центра масс до точки подвеса.  
Кинетическая энергия тела 
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где cI  — момент инерции относительно центра масс. 
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Рис. 3 
Уравнения динамики, базирующиеся на выражении вида (7), слишком сложны. Поэтому 

положим величину yu  заданной и линеаризуем задачу, считая , θzu  малыми величинами од-

ного порядка. Тогда уравнение (7) преобразуется к виду 
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Используем, аналогично вышеизложенному, вариационный подход: 
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где m y yv u vu  , а матрицы инерционных характеристик аналогичны принятым в выраже-

нии (3). 
Потенциальная энергия 
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Составим уравнения Лагранжа ( ξ constv  ): 
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Определив производные 
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перепишем уравнения следующим образом: 
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Далее разрешим систему относительно вторых производных; обозначив , θ ωU V  , 
запишем систему обыкновенных дифференциальных уравнений в каноническом виде: 
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где rc — радиус-вектор центра масс. 
Система решается в среде MathCad. На рис. 4, а, б представлены результаты расчета уг-

ла θ( )t  и поперечного смещения ( , )zu vt t  системы при ε 0,02 мcr     и принятых выше 

значениях остальных параметров. 
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Рис. 4 
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Характер приведенных зависимостей позволяет говорить о параметрическом резонансе. 
Это — не классический тип резонанса, поэтому его можно исследовать, только используя ап-
парат компьютерной математики. В отличие от классического варианта [6], в данном случае 
отсутствует периодическое возбуждение. Однако при других значениях параметров системы 
результаты могут качественно измениться. Например, при 0,2   наблюдаются ограниченные 

параметрические колебания, причем значение угла  не превышает начального (рис. 4, в, г). Из-
меняя значение параметра , найдем, что при 0,06   появляется резонанс: т.е. это значение  

 — есть верхняя граница зоны неустойчивости. Несмотря на то, что нижнюю границу опре-
делить не удалось, можно утверждать — при уменьшении значения   резонанс становится 
более выраженным. 

Итак, при математическом моделировании движения ДМА по проводам линии электро-
передачи выявлены колебания системы — вертикальные пилообразные и поперечные пара-
метрические. Многовариантные расчеты показывают, что параметрического резонанса можно 
избежать. Представленная методика позволяет построить области устойчивости в простран-
стве параметров. 
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DYNAMIC OF ELECTRICAL TRANSMISSION WIRES AT A DIAGNOSTIC MACHINE MOVEMENT 
ALONG THE LINE  

V. V. Eliseev, M. R. Bahrami  

Saint Petersburg State Polytechnical University, 195251, Saint Petersburg, Russia  
E-mail: yeliseyev@inbox.ru 

Traveling of an automatic diagnostic machine along electrical transmission line is considered. 
Mathematical modeling based on Lagrangian mechanics of rigid and flexible bodies is carried out with 
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the use of computer mathematics software. Saw tooth oscillations of the wires in the vertical plane and 
transversal movements of the type of a parametric resonance are revealed.  

Keywords: diagnostic of electrical transmission line, oscillation, Lagrangian mechanics, 
parametric resonance, mathematical software. 
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