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Рассматривается проблема анализа устойчивости системы последовательно со-
единенных интеграторов на конечном интервале времени. Предложен алгоритм 
стабилизации системы, основанный на использовании метода неявных функций 
Ляпунова и применении некоторых свойств однородных систем. Расчет пара-
метров управления базируется на решении системы линейных матричных нера-
венств. Эффективность предложенного метода подтверждается результатами 
компьютерного моделирования. 
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Введение. Использование алгоритмов управления и наблюдения за вектором состояний 
системы гарантирует выполнение всех переходных процессов на конечном интервале време-
ни. На практике такие алгоритмы востребованы, в частности, для синтеза систем управления 
робототехническими, мехатронными, транспортными и другими устройствами. Поэтому про-
блема управления на конечном интервале времени весьма актуальна и является предметом 
множества исследований (см., например, [1—5]).  

В настоящей статье предложен алгоритм стабилизации системы последовательно 
соединенных интеграторов на конечном интервале времени. Схемы управления, исполь-
зуемые при решении задачи стабилизации цепи интеграторов, могут быть легко расшире-
ны для более широкого класса систем [6], более того, необходимость разработки подоб-
ных алгоритмов управления обусловливается их применением во множестве механиче-
ских и электромеханических систем [7, 8]. Представленный в настоящей статье алгоритм 
управления базируется на развитии результатов, полученных в работе [9], в отличие от 
которых предлагаемый алгоритм не требует выполнения каких-либо дополнительных вы-
числительных процедур. Расчет параметров управления, как и в [9], выполняется на ос-
нове решения системы линейных матричных неравенств. Реализация алгоритма базирует-
ся на использовании метода неявных функций Ляпунова и применении некоторых 
свойств однородных систем.  

Постановка задачи. Основные положения. Рассмотрим систему, описывающую цепь 
интеграторов: 

buAxx  , (1)
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где nx R  — вектор состояния, Ru  — управляющее воздействие, 
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Задача заключается в синтезе алгоритма стабилизации системы (1) на конечном интер-
вале времени с простой схемой настройки параметров системы управления. 

Приведем предварительные сведения о некоторых свойствах системы. 
Устойчивость на конечном интервале времени. Рассмотрим математическую модель 

системы: 

0( , ), (0)x f t x x x  , (2)

где nx R  — вектор состояния, n nf R R R    — нелинейное непрерывное векторное по-

ле (может быть разрывным по отношению к переменной состояния).  
Примем, что начало координат является положением равновесия системы (2). 
Оп р е д е л е н и е  1 [2, 4, 9, 10]. Начало координат системы (2) является глобально устой-

чивым на конечном интервале времени, если для системы выполняются следующие условия:  
— аттрактивность на конечном интервале времени (существует такая функция времени 

стабилизации : \{0}nT R R , что 
0

0
( )

lim ( , ) 0
t T x

x t x


  для всех 0 \{0}nx R );

— устойчивость по Ляпунову. 
Отметим, что функция времени стабилизации системы позволяет оценить время ее пе-

рехода в состояние равновесия. 

Однородные системы [11—13]. Введем вектор весов  1, ,
T

nr r r   и симметричную 

матрицу 1( ) diag{ } ,ir n
iD     где , {1, , }ir R i n   , и 0  . Отметим, что

 1
1( ) , , n

Trr
nD x x x     для  1, ,

T n
nx x x R  . 

Оп р е д е л е н и е  2 [12]. Функция : ng R R  (векторное поле : n nf R R ) однородна 

со степенью m , если  ( ) ( )mg D x g x      ( ) ( ) ( )mf D x D f x     для всех 0   и nx R .

Введем однородную единичную сферу  : 1n
r r

S x R x   , где 

1
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r
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x x
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однородная норма, maxi ir  . 

Теорема 1 [13]. Пусть f  — однородное непрерывное векторное поле на пространстве 
nR , такое что система (2) локально асимптотически устойчива. Тогда система (2) глобально 

асимптотически устойчива и для нее существует однородная функция Ляпунова V . 
Для однородной функции Ляпунова V  со степенью m  существуют константы 1c  и 2c , 

такие что выполняется следующее неравенство: 

1 2( )
m m
r r

c x V x c x  . (3)

Доказательство теоремы приведено в работе [13]. 
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Метод неявных функций Ляпунова. Приведем следующую теорему. 

Теорема 2 [9, 14, 15]. Если существует такая непрерывная функция 1( , ) : nQ V x R R  , 
что: 

1) функция ( , )Q V x  непрерывно дифференцируема для \{0}nx R   и V R  ; 

2) для любого \{0}nx R   существуют V R
  и V R

 , такие что 

( , ) 0 ( , )Q V x Q V x   ; 

3) 
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( , )

lim
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V x

V



  , где 1{( , ) : ( , ) 0}nV x R Q V x    ; 

4) неравенство 
( , )

0
Q V x

V


  


 выполняется для \{0}nx R   и V R  ; 

5) неравенство 1( , ) ( , )
( )

Q V x Q V x
f x V

x V
 

 
 

 выполняется для ( , )V x   и некото-

рых констант 0 1    и 0  , 
то начало координат системы (2) глобально устойчиво на конечном интервале времени со 

следующей оценкой времени стабилизации: 0
0( )

V
T x






. 

Доказательство теоремы приведено в работах [9, 14, 15]. 
Основной результат. Введем неявную функцию Ляпунова: 

 
1 1( , ) ( ) ( ) 1,TQ V x x D V PD V x     (4) 

где T n nP P R    — симметричная положительно-определенная матрица, 

 1 ( )
1

( ) diag
nn i
i

D   
    — диагональная матрица, (0,1] . 

Теорема 3. Если разрешима система линейных матричных неравенств 
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diag ,1 ( )
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,n nX R   1 ny R   и существует такое си, которое удовлетворяет одному из неравенств  

 1
2;u

c
c c

C
   (6)

 

 
2

1 ,u
c

c c
C

   (7) 

где коэффициенты с1 и с2 удовлетворяют неравенству (3), то закон управления 

     1 1
( ) r ru uu x c x kD c x x

 
 , (8) 

где 1k yX  , стабилизирует систему (1) на конечном интервале времени. 
Доказательство. В соответствии с работой [9] система ( , )x Ax bu d t x    робастно ус-

тойчива на конечном интервале времени для некоторого возмущающего воздействия ( , )d t x , 
если выполняются следующие условия: 
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1) разрешима система линейных матричных неравенств  

 

0,

0, 0, ;

T T T
nAX XA by y b X

X XH H X X R  

     

     

I
 (9) 

2) закон управления представлен выражением 

 
1 1( , ) ( )u V x V kD V x  , (10) 

где : ( , ) 0V R Q V x   и функция ( , )Q V x  приведена в (4) для 1P X  ; 

3) функция возмущений ( , )d t x  удовлетворяет неравенству 

 
2 1 2 2( , ) ( ) ( , )Td t x D V d t x V    . (11) 

Доказательство соответствия функции (4) условиям 1—5 теоремы 2 приведены в работе [9]. 
Представив разность законов управления (10) и (8) как функцию возмущений 

        1 11 1 1 1( , ) r ru u n
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V
d t x b V kD V c x kD c x x V bk H D V x

c x

             
  

I  

и подставив ее в неравенство (11), получим 

 

2T
n n

r ru u

V V
H k k H P

c x c x

               
      

I I . (12) 

Введя неравенство nP  I  (соответствующее четвертому неравенству системы (5)) и 

неравенство Tk k P   (соответствующее пятому неравенству системы (5) при использовании 
дополнения Шура), выражение (12) можно переписать в виде 

n n n
r ru u

V V
H P H

c x c x

               
      

I I I  

или для 1X P  и 1y kP  — в виде 

 

2

n
ru

V
X H

c x

      
  

I . (13) 

В соответствии с уравнением (4) можно сделать вывод, что функция Ляпунова ( )V x  яв-

ляется однородной со степенью, равной единице, так как 1( , ( ) ) ( , )Q V D x Q V x    или 
( ( ) ) ( )V D x V x   .  

Перепишем неравенство (3) следующим образом: 1 2( )r rc x V x c x  . Тогда для 

C R , удовлетворяющего неравенству (6) или (7), получим выражение 

 

  
2

2
n n

ru

V
H H C

c x

      
  

I I . (14) 

Используя дополнение Шура, неравенство   2n H C X  I  можно переписать в виде 

линейного матричного неравенства, совпадающего с последним неравенством системы (5). ■ 
Пример. Рассмотрим систему (1) для случая, когда 2n  . Решив систему линейных 

матричных неравенств (5) для 0, 2, 0,55, 0,1С       , получим следующие значения 
матриц P  и k :  
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 2,1637 0,5956
, 0,6121 0, 4418 .

0,5956 3,8310
P k

 
    
 

 

Согласно полученным оценкам коэффициентов 1 1,1c   и 2 1,96c   параметр uc  в соот-

ветствии с выражением (6) должен удовлетворять неравенству 2 1,96uc  . 

Результаты моделирования для 1,97uc  , 1(0) 3x   и 2 (0) 2x   приведены на рисунке. 
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Заключение. Представлен алгоритм стабилизации системы последовательно соединен-

ных интеграторов, основанный на использовании метода неявных функций Ляпунова и при-
менении некоторых свойств однородных систем. Расчет параметров управления базируется 
на решении системы линейных матричных неравенств. Эффективность предложенного мето-
да подтверждается результатами компьютерного моделирования. 

Статья подготовлена по результатам работы, выполненной при государственной финан-
совой поддержке ведущих университетов Российской Федерации (субсидия 074-U01) и Ми-
нистерства образования и науки РФ (проект 14.Z50.31.0031).  
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FINITE-TIME STABILITY OF SYSTEM OF SERIES-CONNECTED INTEGRATORS 

К. А. Zimenko1, А. Е. Polyakov2, D. V. Efimov2, А. S. Кremlev1  
1 ITMO University, 197101, Saint Petersburg, Russia  

E-mail: kostyazimenko@gmail.com 
2 National Institut for Research in Informatics & Automatics  

(Institut national de recherche en informatique et en automatique — INRIA),  
59650, Villeneuve-d'Ascq, France 

The problem of finite-time stability analysis of system of series-connected integrators is consid-
ered. An algorithm of the system stabilization is proposed. The algorithm makes use of implicit Lyapunov 
function technique as well as several properties of homogeneous systems. Evaluation of control parame-
ters is based on solution to a system of linear matrix inequalities. Effectiveness of the proposed method is 
confirmed by presented results of computer modeling.  

Keywords: finite time stability, implicit Lyapunov function technique, state feedback control.  
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