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Представлена методика проектирования регуляторов для управления системами 
с распределенными параметрами на примере системы управления температур-
ным полем камеры термической обработки, базирующейся на использовании 
качественного распределения мод, что обеспечивает желаемое качество пере-
ходных процессов в замкнутой системе.  
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Постановка задачи. Рассматривается задача проектирования распределенного регуля-
тора для системы управления камерой термической обработки на основе использования ме-
тодики качественного распределения мод [1—5], что позволяет обеспечить требуемые пока-
затели качества процессов термической обработки. Математическая модель камеры термиче-
ской обработки описывается уравнениями в частных производных, модели подобных объек-
тов представлены в работах [3—6]. Поскольку уравнения движения таких объектов не имеют 
аналитического решения, то для оценки динамических характеристик будем использовать 
численное моделирование. 

Численное моделирование объекта управления. В рассматриваемой задаче будем пола-
гать, что по координатам y, x шаги дискретизации остаются постоянными, а по координате z 
шаг вычисляется для каждой зоны (рис. 1). На схеме дискретизации: ν — точки дискретиза-
ции по координате Х, ν=1, …, Nx, ∆х— шаг дискретизации; ξ — точки дискретизации по ко-
ординате y, ξ=1, …, Ny, ∆y — шаг дискретизации; i — точки дискретизации по координате z, 
i=1, …, Nz,k, k — номер зоны расчета, ∆zk  — шаг дискретизации по координате z k-й зоны. 

Используя схему дискретизации и математическую модель объекта [1—5], построим 
дискретную модель, с помощью которой составим численный алгоритм для вычисления ре-
акции объекта на заданное входное воздействие. В качестве входного воздействия выберем 
функции (пространственные моды) вида 

* *
,( , , ) ( )cos( )sin( ), / , / , , 1,y xU y x C y x L L                    . 

Вид пространственных мод обусловлен нулевыми граничными условиями. Как известно, 
в методике синтеза распределенных регуляторов используются две пространственные моды. 
Определим реакцию объекта на выбранные моды входного воздействия (η=1, γ=1; η=4, γ=4). 

При моделировании объекта управления были выбраны следующие значения переменных:  

Nx=8; Ny=8; Nz,1 =6; Nz,2 =15; Nz,3 =10; Δx=Lx/(Nx–1); Δy=Ly/(Ny–1); 
Δzk=Lz,k/(Nz,k–1); Lz,1=Z1; Lz,2=Z2 – Z1; Lz,3=Lz – Z2. 
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Аппроксимируем передаточную функцию по выбранным пространственным модам пе-
редаточной функцией вида [5] 

 з ( )( )
( , )

( ) 1
s GK G

W G s e
T G s

 


,   (1) 

где K(G) — коэффициент передачи, Т(G) — постоянная времени, з — постоянная времени 
запаздывания. 

В результате численного моделирования (см. графики входного воздействия U* и изме-
нения температуры Т объекта — рис. 2) получены следующие значения параметров переда-
точной функции: η=1, γ=1, G1= ψ2

1+ (ψ*
1)

2=10,96; K(G1)=78,1/21,756=3,59; T(G1)=88·60=5280 с; 
τз(G1)=1,44·60=86,4 с. 
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* О входном воздействии U — см. работу [7, формула (3)]. 
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Аналогичные графики были получены для третьей пространственной моды (η=4, γ=4, 
G4= ψ2

4+ (ψ*
4)

2=175,36) и вычислены параметры K(G3)=1,16, T(G3)=2550 с, τз(G3)=112,2 с.  
Методика синтеза распределенного регулятора включает 3 этапа. 
Этап 1. Синтез пропорционально-интегрально-дифференциального закона управления 

для первой пространственной моды. В результате синтеза получены следующие параметры 
регулятора: Kр=9,42; Ти=165,6; Тд =145,2 (при этом значение запаса устойчивости по фазе бы-
ло выбрано равным π/3). 

Этап 2. Выбор оптимальных значений β и r [3]. Передаточная функция разомкнутой 
системы с использованием обобщенной координаты [4—6, 8 ] может быть представлена в виде 

 з ( )
c p д

и

1 ( )
( , ) .

( ) 1
s GK G

W G s K Т s e
T s T G s

       
 (2) 

Полагая в уравнении (2) s=jω и переходя к пространству ω1 следующим образом: 

        2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 12 ( ) ( ) ,j j r r r r             

получаем передаточную функцию (2), зависящую от параметров ω1, β, r, G. 
Как показывают проведенные исследования [3, 4, 8], для оценки устойчивости замкну-

той системы (передаточная функция разомкнутой представлена в виде (2)) используется точ-
ка пересечения (β – r) — см. рис. 3, а. При этом точка пересечения оси Re обозначена на 
рис. 3, б как Re(Wc). Численное значение Re(Wc) зависит от параметров β, r, G. Зафиксируем 
значения: G=G1 и β=–0,5. Изменяя r, определим значение, для которого модуль |Re(Wc)| будет 
минимальным (см. рис. 3, в).  

Оптимальные значения параметров, вычисленные для рассматриваемой задачи: β = –0,5;  
r = –0,04. Поле расположения корней исследуемой системы представлено на рис. 4. 
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Этап 3. Синтез распределенного пространственно-усилительного звена. На рис. 5 при-
ведены частотные характеристики разомкнутой системы (2), построенные в пространстве ω1 для 
первой и четвертой пространственных мод с использованием вычисленных параметров β и r. 

Передаточная функция пространственно-усилительного звена определяется как [6] 

   21
1 1

1 1

1 1
,

n
W x y E

n n

 
   

 
, (3) 

где Е1 — заданное число (общий коэффициент усиления); x, y — пространственные коорди-

наты; 2  — лапласиан; n1 — весовой коэффициент ( 1 1n  ). 
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Передаточная функция, записанная с использованием обобщенной координаты, имеет вид 

1
1 1

1 1

1 1
( )

n
W G E G

n n

 
  

 
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Рис. 5 
Используя графическую интерпретацию критерия устойчивости Найквиста [3, 5, 6], вы-

числим желаемые коэффициенты усиления для выбранных пространственных мод: 

1 1/ ( 1,147) 0,87М     ,   4 1/ ( 1,129) 0,88М     . 

Определим параметры Е1 и n1 исходя из условия, что в точках G1 и G4 (см. (4)) выполня-

ется равенство 1( ) iiW G M : 

1 1
1 1

1 1

1n G
М E

n n

 
  

  
,  (5)

1 4
4 1

1 1

1n G
М E

n n

 
  

 
.  (6)

Поделив выражение (6) на (5), получим 

1 4
1

1 1 1,011 1,011 10,96 175,36
14 935

1 0,011

M MG G
n

M

         
  

 
, 

где 4

1

0,88
1,011;

0,87

M
M

M
     при этом значения n1 подчинены ограничению 1 1n  . 

Подставляя вычисленное значение n1 в уравнение (5) и преобразуя, получаем 

1 1
11

1 1

1
0,87 / (1 10,96 /14 935) 0,869

n G
E M

n n

 
     

 
. 

Тогда передаточная функция синтезированного пространственно-усилительного звена 
определяется как  

  2 2
1

14 935 1 1 1
, 0,869 0,869 1

14 935 14 935 14 935
W x y

   
        

   
. 
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Передаточная функция синтезированного регулятора записывается в виде 

21 1
( , , ) 0,869 1 9, 42 145,2

14 935 165,6
R x y s s

s

          
  

.  (7) 

Функция выхода регулятора может быть представлена следующим соотношением: 

рас( , , ) ( , , ) ( , , )U x y s R x y s T x y s  ,   (8) 

Y1<y<(Ly – Y1),  X1<х< (Lx – X1),

где функция рассогласования Tрас(x, y, s)= *
з( ) ( , )zT xy T xyz Z s  , здесь Тz(xy) — желаемое со-

стояние температурного поля; з ( , )T xyz s  — текущее состояние температурного поля; X1 и  

Y1 — заданные значения [7]. 
Функция выхода регулятора, записанная во временной области, имеет вид 

2
1 рас рас

1
1 1

1
( , , ) 0,869 ( , , ) ( , , ) ;

14 935

( , , )1
( , , ) 9,42 ( , , ) ( , , ) 145,2 ,

165,6

U x y T x y T x y

U x y
U x y U x y U x y



 
      

 
 

     


Y1<y<(Ly– Y1), X1<х< (Lx –X1). 
На рис. 6 показан график изменения функции рассогласования, построенный с исполь-

зованием результатов моделирования замкнутой системы управления рассматриваемым тех-
нологическим процессом, при этом ( , ) 100zT x y  , x=ξΔx (ξ=3…6), y=4Δy. Аналогичные гра-

фики могут быть построены и для других точек. 
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Рис. 6 

Заключение. Синтезированный распределенный регулятор достаточно эффективно 
управляет температурным полем в рабочей зоне камеры термической обработки. При этом 
полученный регулятор конструктивен и может быть реализован на современных промышлен-
ных контроллерах. Приведенная методика синтеза может быть использована для систем 
управления различными технологическими процессами. 
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CONTROL OVER TEMPERATURE FIELD OF THE HEAT TREATMENT CHAMBER  
ON THE BASE OF QUALITATIVE MODE DISTRIBUTION 
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A method for development of regulators for control over systems with distributed parameters is pre-

sented using control system of temperature field of the heat treatment chamber as an example. The 
method is based on the use of qualitative distribution of modes and ensures desirable quality of transient 
processes in the closed system. 
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