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Рассматривается объект управления, описываемый матрицей состояния, содер-
жащей неопределенные параметры. Актуальной задачей управления в условиях 
системных неопределенностей задания модели объекта является обеспечение 
инвариантности выхода системы к неопределенности параметров модели. Не-
обходимое условие решения задачи — правильное распределение ресурсов 
управления подобными объектами. Для этого требуется при анализе исходного 
объекта управления произвести ранжирование неопределенных параметров по 
степени их влияния на выходную переменную системы. Ранжирование позволя-
ет выявить параметры, к изменениям которых выходная переменная наиболее 
чувствительна. Предложены подходы к ранжированию, основанные на исполь-
зовании грамианов управляемости каналов „сигнальное воздействие — выход 
объекта“ и „параметрическое воздействие — выход объекта“. Представлены 
два способа решения задачи ранжирования неопределенных параметров: с по-
мощью вычисления сингулярных чисел грамианов управляемости и с помощью 
решения обобщенного характеристического уравнения. Предложен алгоритм 
ранжирования параметрических неопределенностей, основанный на рассматри-
ваемых способах. Положения статьи иллюстрируются примером, в котором по-
казаны идентичные результаты при использовании предлагаемых методов ран-
жирования.  

Ключевые слова: параметрическая неопределенность, грамиан, ранжирова-
ние, обобщенное характеристическое уравнение, сингулярное число. 

Введение. Задача обеспечения инвариантности выхода проектируемой системы к неоп-
ределенности параметров модели исходного объекта является в настоящее время одной из 
самых актуальных [1—8]. При наличии нескольких неопределенных параметров объекта воз-
никает задача определения параметров, к изменениям которых наиболее чувствительна вы-
ходная переменная системы. Решением данной задачи является ранжирование неопределен-
ных параметров.  

Для количественной оценки структурных свойств систем управления целесообразно ис-
пользование грамианов. Среди областей применения грамианов можно назвать уменьшение 
порядка матриц описания объекта [9], оценивание степени взаимосвязи входа и выхода объ-
екта [10], оценивание затрат на управление при обеспечении желаемой структуры собствен-
ных значений [11]. В настоящей статье предлагается использовать грамианы управляемости 
для ранжирования неопределенных параметров объекта управления. 

Постановка задачи. Рассмотрим непрерывный объект управления (далее — объект)  
с неопределенными параметрами. Предположим, что неопределенность физических параметров 
объекта может быть представлена неопределенностью параметров его матрицы состояния [12]: 

( ) ( ) ( ) ( )x t A A x t B t    ,
0

( ) (0)
t

x t x  , ( ) ( )y t Cx t ,  (1) 

где nx R , ,r mu R y R   — векторы состояния, управления и выхода; ,n rB R   m nC R   — 

фиксированные матрицы управления и выхода; n nA R   — матрица состояния; n nA R    — 
неопределенность задания матрицы состояния. 
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Представим компонент ( )Ax t  в декомпозированной форме: 
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Сформируем вектор параметрического воздействия: 

  

1

2
1 2

( )

( )
( ) col ( )

( )

j
j j j jn

n

x t

x t
t A A A A x t

x t

  
  
                     




, (3) 

где   j
A — j-я строка матрицы A .  

Используя левые сомножители слагаемых выражения (2), сформируем матрицу пара-

метрического воздействия  ( 1) 1 ( ) 1row 0 ; 1; 0 ; 1,
T

j j n jD D j n        . В зависимости от 

базиса представления матрицы состояния число матриц-столбцов D  будет изменяться в пре-
делах от 1 до n . Так, при задании объекта управления в каноническом управляемом базисе 

все параметрические воздействия будут описаны матрицей-столбцом  0 0 0 1
T

D   .  

Перепишем уравнения (1) с использованием матрицы D  и вектора ( )t : 

 ( ) ( ) ( ) ( )x t Ax t D t Bu t    , ( ) ( )y t Cx t . (4) 

Согласно уравнению (4) объект имеет два входа: вход, заданный матрицей B , осущест-
вляющий желаемое (полезное) управление состоянием и выходом объекта, и параметриче-
ский вход, заданный матрицей D , осуществляющий нежелательное влияние на состояние и 
выход объекта. Предположим, что матрица состояния объекта (1) представлена в произволь-
ном базисе, объект обладает n  неопределенностями и в каждой строке и каждом столбце 
матрицы состояния имеется только одна неопределенность. Тогда матрица  
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Если ранг матрицы B  меньше ранга матрицы D  ( rank rankB D ), то ранжирование 
неопределенностей позволит при синтезе закона управления правильно распределить ресур-
сы управления. Используем для ранжирования грамианы управляемости [13] двух каналов:  

1) „сигнальное воздействие ( )u t  — выход объекта ( )y t “ с передаточной функцией 

(матрицей)   1( )yu s C sI A B   ;  
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2) „параметрическое воздействие ( )t  — выход объекта ( )y t “ с передаточной функци-

ей (матрицей)   1( )y s C sI A D
   . 

Грамиан управляемости 1-го канала имеет вид [14] 

0

( )
T

t
A T A

xW t e BB e d    

и является решением матричного уравнения  
T T

x xAW W A BB   , 

которое позволяет найти грамиан управляемости по выходу 
T

y xW CW C . (5)

Грамиан управляемости 2-го канала имеет вид 

0

( )
T

t
A T AW t e DD e d 

    

и является решением матричного уравнения  

W : T TAW W A DD    . 

Грамиан параметрической управляемости по выходу 
T

yW CW C  . (6)

Основной результат. Предложим два способа ранжирования неопределенностей. 
Способ 1. Ранжирование параметрических неопределенностей с помощью сингулярных 

чисел грамианов управляемости — метод предварительного (экспресс) ранжирования неоп-
ределенных параметров. Ранжирование неопределенностей по степени их влияния на выход 
системы осуществляется с помощью сингулярных чисел грамианов управляемости (6) отно-
шения „параметрическое воздействие ( )t — выход объекта ( )y t “: максимальное сингуляр-
ное число грамиана будет соответствовать неопределенности, наиболее сильно влияющей на 
выход системы. 

Способ 2. Ранжирование параметрических неопределенностей с помощью решения 
обобщенного характеристического уравнения грамианов „сигнальное воздействие ( )u t  — 
выход объекта ( )y t “ и „параметрическое воздействие ( )t  — выход объекта ( )y t “ (более де-
тальное решение задачи ранжирования неопределенных параметров). Используем грамианы 
(5) и (6) при принадлежности воздействий ( )u t  и ( )t  единичной сфере: для сравнения ре-
зультатов, получаемых для каждого из видов воздействий, векторы воздействий задаются как 

( ) ( ) ( )u t t z t   ,  
где z  — некоторый вектор, принадлежащий единичной сфере.  

Образуем на введенных выше грамианах квадратичные формы T
yz W z  и T

yz W z  и по-

строим на их основе обобщенное отношение Рэлея [15], для которого оказывается справедли-
вым оценочное неравенство 

min max

T
y

T
y

z W z

z W z

    . (7)

В обобщенном отношении Рэлея (7) скалярные положительные вещественнозначные 
постоянные min max,   являются экстремальными элементами спектра решений обобщенного 

характеристического уравнения 

 det 0.y yW W   (8)
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Решая уравнение (8) относительно   для каждой из неопределенностей исходного объ-

екта и выделяя максимальный элемент max , можем сравнить их по степени влияния на  

выход проектируемой системы. Запишем алгоритм ранжирования параметрических неопре-
деленностей с помощью грамианов управляемости. 

Шаг 1. Сформировать описание объекта управления в форме (1). 
Шаг 2. Сформировать матрицу D  и вектор  . 
Шаг 3. Сравнить ранг матрицы управления и количество неопределенностей и принять 

решение о необходимости ранжирования. 
Шаг 4. Сформировать грамианы „сигнальное воздействие ( )u t  — выход объекта ( )y t “ 

и „параметрическое воздействие ( )t  — выход объекта ( )y t “. 
Шаг 5. В случае необходимости осуществить ранжирование неопределенностей с по-

мощью способа 1 или способа 2. 
Шаг 6. Определить, какие неопределенности наиболее сильно влияют на выход проек-

тируемой системы.  
Пример. Рассмотрим объект управления с параметрическими неопределенностями  
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. Ранг матрицы управления B  равен 1, а ранг 

матрицы параметрического воздействия D  равен 2, следовательно, необходимо произвести 
ранжирование неопределенностей. 

Грамиан „сигнальное воздействие ( )u t  — выход объекта ( )y t “ для неопределенности 

11A  равен 11( ) 0,7738yW A  , а для неопределенности 22A  — 22( ) 0,7738yW A  . Грамиан 

„параметрическое воздействие ( )t  — выход объекта ( )y t “ для неопределенности 11A  ра-

вен 11( ) 3,0952yW A   , а для неопределенности 22A  — 22( ) 1yW A   .  

В соответствии со способом 1 необходимо произвести расчет сингулярных чисел грамиа-
нов: 11( ( )) 3,0592yS W A   , 22( ( )) 1yS W A   . Как видно из расчетов, неопределенность 11A  

оказывает наибольшее влияние на выход объекта по сравнению с неопределенностью 22A . 

Воспользуемся способом 2. Для 11A  выражение (8) принимает вид 

 11 1 11det ( ) ( ) 0y yW A W A     . Решением данного уравнения является 1 4  . Для 22A  вы-

ражение (8) принимает вид  22 2 22det ( ) ( ) 0y yW A W A     . Решением данного уравнения 

является 2 1,3  . Способ 2 подтверждает результаты, полученные способом 1: неопределен-

ность 11A  влияет на выход объекта сильнее, чем неопределенность 22A . 

Заключение. Предложены два метода ранжирования неопределенных параметров, ос-
нованные на анализе грамианов управляемости каналов „сигнальное воздействие — выход 
объекта“ и „параметрическое воздействие — выход объекта“. 
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APPLICATION OF GRAM METHOD FOR RANGING OF PARAMETRIC UNCERTAINTIES 

S. А. Аlexandrova, О. V. Slita, A V. Ushakov 

ITMO University, 197101, Saint Petersburg, Russia 
E-mail: o-slita@yandex.ru 

The problem of output invariance of a closed-loop system with respect to uncertain parameters of 
the initial plant state matrix is considered. Two methods of uncertainties ranging by levels of influence on 
the closed-loop system output are proposed. The both methods use Gramians of the channels “control 
signal — plant output” and “parametric influence — plant output” controllability. An algorithm for paramet-
ric uncertainties ranging based on the methods is developed. An example demonstrating application of 
the methods is presented. 

Keywords: parametric uncertainty, Gramian, ranging, singular values, generalized characteristic 
equation. 
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