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Разработана методика построения робастных регуляторов для линейных систем 
с запаздыванием, грубых по отношению к параметрической неопределенности 
и к изменению величины запаздывания. Такие регуляторы реализуют традицион-
ные (ПИ, ПИД, ПД) и связанные с ними законы управления. Методика базируется 
на критерии апериодической устойчивости и методе динамической компенса-
ции. Передаточная функция регулятора определяется аналитически на основа-
нии передаточной функции объекта регулирования.  

Ключевые слова: линейные системы, робастный регулятор, законы регулиро-
вания, критерий апериодической устойчивости, метод динамической компен-
сации. 

Введение. Использование традиционных (П, ПИ, ПИД, ПД) законов регулирования в 
технических системах остается актуальным, несмотря на появление новых подходов к реше-
нию задачи стабилизации [1—4]. Так, согласно работам [5—7], к настоящему времени насчи-
тывается уже 1731 способ настройки ПИД-регулятора, вместе с тем не прекращающийся по-
ток публикаций [8] по этой теме свидетельствует об ее актуальности. 

Популярность этого направления исследований связана с простотой и относительно хо-
рошими результатами, получаемыми с помощью такого регулирования. При настройке регу-
ляторов этого типа обычно учитываются требования по быстродействию, демпфированию, 
точности, простоте реализации. В последнее время стало актуальным требование грубости 
системы. 

Настоящая работа посвящена построению простого в использовании метода синтеза 
традиционных регуляторов, обладающих хорошими робастными свойствами, особенно по 
отношению к запаздыванию, а также остальными показателями. 

Исходная передаточная функция объекта аппроксимируется при помощи инерционного 
линейного звена и звена запаздывания. Далее для этой аппроксимации последовательно при-
меняется динамическая компенсация [9—12], обеспечивающая простоту метода. 

Использование предиктора не позволяет обеспечить грубость системы по отношению  
к изменению запаздывания, так как звено запаздывания входит в передаточную функцию  
регулятора. Поэтому в настоящей работе предлагается вначале синтезировать робастный ре-
гулятор для звена запаздывания, а затем выбирать передаточную функцию остальной части 
регулятора, связанной с инерционностью. В отличие от более сложного случая, описанного  
в работе [13], согласование этих этапов тривиально, если на втором этапе используется метод 
компенсации. 

Синтез робастного регулятора для звена запаздывания. Пусть передаточная функ-
ция аппроксимированного объекта имеет вид 

 0 0 exp( )W p k p  ,  (1)

где 0k  — коэффициент передачи, 0 0 0k k k  ,   — запаздывание      . 

Для синтеза регулятора используется номинальная передаточная функция объекта 
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 0 0
0 0 0exp( )W p k p  , (2)

где 0
0k  — номинальный коэффициент передачи, 0

0 0 0k k k  , 0  — номинальное значение

запаздывания, 0     . 

Далее ищется решение задачи синтеза, обеспечивающее апериодический характер пере-
ходных процессов для номинальной системы. В настоящей работе рассматривается управле-
ние по апериодическому критерию устойчивости [14], который предполагает наличие доми-
нирующего вещественного собственного числа замкнутой системы с максимально возможной 
кратностью.  

Утверждение 1. Решение задачи синтеза оптимального по апериодическому критерию 
устойчивости закона управления для звена запаздывания (1), грубого по отношению к вариа-
циям величины запаздывания и коэффициента передачи, достигается применением инте-
грального (И) закона регулирования вида 

 
1

с
р 0

0

W p
k p


 , (3)

где с 00,343    — частота среза. 

При этом для асимптотической устойчивости системы необходимо и достаточно вы-
полнения условия 

0
0 0

0

0,218
k

k
   . (4)

Доказательство этого утверждения приведено в работах [11, 12]. 
Можно показать, что при законе (3) замкнутая номинальная система имеет полюс крат-

ности два в точке 1 2 00,828p p    . Это обеспечивает максимальную степень устойчиво-

сти системы и оптимальность по апериодическому критерию устойчивости. 
Условие (4) определяет границы интервалов изменений реальных значений параметров 

0 ,k   при выбранных номинальных 0
0 0,k  . При точном знании коэффициента передачи

0
0 0k k  ошибка в задании номинального значения запаздывания в сторону увеличения 0  

не приводит к потере устойчивости; при ошибке в сторону уменьшения граничное значение 

0 0,218    может быть почти в пять раз меньше истинного. Это показывает, что система 

имеет практически неограниченный запас возможных вариаций при задании величины запаз-
дывания. Аналогично при точном знании величины запаздывания 0    относительное уве-

личение коэффициента передачи ограничено сверху 0
0 0 1 0,218 4,587k k   , что показывает

большую грубость системы к вариациям коэффициента передачи. 
Помимо того, полученная номинальная система независимо от значения 0  имеет запас 

устойчивости по фазе 71  и по амплитуде 13 дБ , что свидетельствует о достаточно хоро-
шем демпфировании системы. 

Таким образом, реальная система (1), (3) имеет практически неограниченную грубость 
по отношению к параметрической неопределенности задания параметров 0,k   в модели объек-

та (1). Номинальная система (2), (3) имеет достаточно хорошие демпфирующие свойства, ко-
торые не зависят от величины запаздывания. 

Недостатком такого подхода является завышенное время регулирования, что связано с при-
менением интегрального (И) закона регулирования (3) — примерно 06 . Такой закон управления 

можно использовать, если для системы не вводятся ограничения по быстродействию, а модель 
плохо определена и имеет большую интервальную параметрическую неопределенность. 
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Для повышения быстродействия системы при условии сохранения первого порядка пе-
редаточной функции регулятора можно вместо интегрального закона регулирования (3) при-
менить пропорционально-интегральный (ПИ) закон:  

 
2

рс
р р0

0

1T p
W p k

pk


 , (5)

где р р,k T  — настраиваемые параметры (дополнительный коэффициент передачи и постоян-

ная времени регулятора). 
Увеличение быстродействия связано с уменьшением грубости системы. При использо-

вании закона регулирования (5) трудно получить простое условие устойчивости, подобное 
(4). В этом случае лучше воспользоваться моделированием, что позволяет уменьшить время 
регулирования до (3—4) 0 . 

В частном случае параметры р р,k T  могут быть выбраны из условия апериодической ус-

тойчивости для номинальной системы (2), (5). При этом характеристическое уравнение для 
замкнутой номинальной системы будет иметь вид 

 р
с р 0

1
1 exp 0

T p
k p

p


    . (6)

Так как имеются два настраиваемых параметра, то получим второе уравнение, продиф-
ференцировав (6) по p : 

    0 р 01 1 exp 0T p p p     . (7)

Из условия  0 р1 1) 0T p p     находим наиболее удаленный от мнимой оси действи-

тельный корень  0 р4T  , откуда получим оптимальное значение постоянной времени

*
р 0 4T   . (8)

При этом степень устойчивости возрастает по сравнению с (3), в результате получим 
действительный корень кратности два 1 2 02p p    . Подставив это значение вместе с (8) в 

(6), получим  
 

р
с 0

4exp 2
1,5783k


 

 
. (9)

При использовании настроек (8), (9) время регулирования изменяется от 03  до 03,5 . 

Грубость системы уменьшается незначительно, что будет видно из примера. 
Синтез робастного регулятора с учетом динамики инерционной части. При реше-

нии задачи синтеза рассматривается либо устойчивая динамика инерционной части, либо  
наличие нулевого собственного числа произвольной кратности для передаточной функции 
объекта. Синтез регулятора удобно осуществить при помощи метода динамической компен-
сации. В качестве желаемого движения рассматривается выход одной из двух систем для объекта 
(2) с регуляторами (3), (5). 

Пусть аппроксимирующая передаточная функция объекта имеет вид 

   
 0 0 exp( )m

n

B p
W p k p

A p
  , (10)

где    ,m nB p A p  — произвольные полиномы степени ,m n  соответственно   , 0mm n B 

  0 1nA  , коэффициенты полиномов    ,m nB p A p  могут изменяться в заданных интер-

валах, 0 0 0k k k  ,      . 
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Наряду с реальной передаточной функцией объекта рассматривается номинальная  

   
 

0
0 0

0 0 00
exp( )m

n

B p
W p k p

A p
  . (11)

Предполагается, что пары реальных и номинальных полиномов    0,m mB p B p  и

   0,n nA p A p  являются одновременно устойчивыми или находятся на апериодической гра-

нице устойчивости. 
В последнем случае для интегратора возможна аппроксимация 

1 1 1
, 1, 1

1p p p


      

    
. (12)

После использования аппроксимации для интегратора (12) можно применить метод ди-
намической компенсации; в качестве желаемого движения рассматривается выход системы, 
синтезированной для звена запаздывания в предыдущем разделе. Такой подход (вместо ис-
пользования предиктора) позволяет обеспечить грубость системы по отношению к вариациям 
величины запаздывания. Передаточные функции робастных регуляторов, соответствующие 
базовым формулам (3), (5), будут иметь вид 

   
  1

0
с

р 0 10
0 е 1

n
n m

m

A p
W p

k p B p T p
 





, (13)

   
   2

0
рс

р р0 10
0 е

1

1

n
n m

m

T p A p
W p k

pk B p T p
 





, (14)

где еT  — малая постоянная времени, введенная для обеспечения правильности передаточных 

функций регуляторов. Введение еT  не вносит больших изменений в динамику желаемой сис-

темы, если передаточная функция инерционной части не выше трех. 
Устойчивая динамика компенсируемой части всегда присутствует в динамике замкну-

той системы с согласованными полюсами [15] и проявляется при ненулевых начальных усло-
виях, это справедливо только для аппроксимирующей модели (2), (11), которая используется 
для синтеза регулятора, но не для исходной передаточной функции объекта. 

Пример. Рассмотрим номинальную передаточную функцию объекта 

   
    

0
0 2

2exp 45

10 1 20 1 25 1

p
W p

p p p




  
, (15)

по переходной характеристике она может быть аппроксимирована выражением 

   
 

0
0

2exp 70ˆ
40 1

p
W p

p





. (16)

Тогда регуляторы (13), (14) примут вид 

   
1

с
р

40 1

2

p
W p

p


 , (17)

 
  

 2

*
рс

р р
е

1 40 1

2 1

T p p
W p k

p T p

 



, (18)

где 1
с 0,343 70 c  , *

р 70 4 17,5 cT   , р 1,58k  , е 0,1cT  .

Выражение (17) описывает ПИ-, а (18) — ПИД-закон регулирования. Видно, что при 
использовании этих регуляторов компенсации динамики исходного объекта (15) не происхо-
дит. Переходные характеристики систем (15), (17) и (15), (18) и соответствующие управления 
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приведены на рис. 1. Время переходного процесса для первой и второй системы составляет 
400  и 230 c.  При 0 70 c   в аппроксимирующей модели (16) получим 05,7  и 03,3 .  

Переходная характеристика y1(t) 

1 
0,8 
0,6 
0,4 
0,2 
0 

–0,2

y1, ед. 

0       100     200      300     400    t, с 

Переходная характеристика y2(t) 

0       100     200      300     400    t, с 

y2, ед. 
1 

0,8 
0,6 
0,4 
0,2 
0 

–0,2

Управление и1(t) 
и1, ед. 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0          100     200      300     400    t, с 

Управление и2(t) 

0          100     200      300     400    t, с 

и2, ед. 
25

20

15

10

5 

а) б)

Рис. 1 

Если в качестве показателя грубости системы использовать H  -норму функции чувст-
вительности, то ее значения составят 1,43 и 1,62. Следовательно, вторая система немного бо-
лее чувствительна к влиянию параметрической неопределенности вследствие увеличения ее 
быстродействия. Но значение управления 2u  для регулятора (18) выходит далеко за пределы 

интервала  0,1 .

В модифицированной системе при р 0,875 cT  , р 1,136k   (рис. 2) показатели грубости 

составляют 1,43 и 1,54. Время регулирования во второй системе увеличилось до 300 с, при 
этом значение и2 попадает в интервал  0,1 .

Переходная характеристика y2(t) 

0            50    100         150        200    250        300     350         400   450         t, с 

1 
0,8 
0,6 
0,4 
0,2 
0 

–0,2

y2, ед. 

Управление и2(t) 

0,8 
0,7 
0,6 
0,5 
0,4 
0,3
0,2 
0,1 

и2, ед. 

0            50    100         150        200    250        300     350         400   450         t, с 
Рис. 2 

Заключение. В работе предложена методика синтеза традиционных законов регулиро-
вания (ПИ, ПИД) для объектов с запаздыванием и связанных с ними более сложных законов 
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регулирования. Методика ориентирована на проектирование робастных регуляторов, которые 
обеспечивают грубость системы к параметрической неопределенности передаточной функ-
ции объекта и особенно к величине запаздывания. 
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A new method of robust controllers design for linear system with delay is developed. The system is 

supposed to be rude with respect to parametric uncertainty and variation of the delay value; the controllers 
implement traditional and associated with them control laws. The proposed approach is based on the aperi-
odic stability criterion and the dynamic compensation method. The transfer function of the controller is deter-
mined analytically with the use of the transfer function of the object under the control.  
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