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Выполнен анализ присоединенных масс жидкости и частот колебаний силь-
фонных чувствительных элементов с учетом специфики их конфигурации и 
числа гофров. Построены математические модели динамики сильфонных чув-
ствительных элементов устройств компенсаторного типа, применяемых в сис-
темах управления. Работы в вязких средах требуют введения присоединенных 
масс в уравнения динамики этих элементов. Анализ динамики сильфонных чув-
ствительных элементов базируется на методе плоских сечений, введении по-
правки на пространственное обтекание гофра сильфона и переходе к системе с 
сосредоточенными параметрами. Корректность разработанных математических 
моделей подтверждена путем сравнения расчетных значений с данными экспе-
риментальных исследований. Установлено, что полученные математические 
модели расчета присоединенных масс при внешнем обтекании требуют ввода 
поправочного коэффициента, величина которого зависит от конкретной конфи-
гурации гофра (тороидальной или тарельчатой). 
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Сильфонные чувствительные элементы (СЧЭ) работают как в жидких, так и в газовых 
средах. В этой связи разработка математического аппарата описания характера взаимодействия 
параметров вязкой среды с динамическими характеристиками СЧЭ является крайне актуальной 
задачей. В уравнениях, описывающих динамику движения СЧЭ в вязкой среде и инерциаль-
ные свойства жидкости, используются коэффициенты присоединенных масс [1—8]. Анализ 
патентной и научно-технической литературы показал, что к настоящему времени не разрабо-
тана корректная модель расчета присоединенных масс [9, 10]. 

Так как уравнения динамики СЧЭ включают матрицы масс, составляемые с учетом при-
соединенных масс жидкости или газа, необходимо рассчитать коэффициенты присоединен-
ных масс для случаев односторонней и двусторонней заделки СЧЭ.  

Анализ динамики продольных колебаний в случае двусторонней заделки СЧЭ с учетом 
внутреннего обтекания целесообразно осуществлять с помощью модели с сосредоточенными 
параметрами, представленной на рис. 1 (m1—m8, C1—C10, k1—k10 — эквивалентные парамет-
ры массы, жесткости и коэффициенты затухания). Динамическая модель одногофрового СЧЭ 
(рис. 2, здесь  — вязкость среды) с учетом внутреннего трения представляется уравнением 
[3, 11, 12]: 
  0 sinmx bx Cx F t      ,  (1) 

где m — масса СЧЭ, C=2C', C' — жесткость полугофра,  — фазовый угол вихря относитель-
но смещения гофра,  — угловая скорость вращения СЧЭ, F0 — возбуждающая сила, описы-
ваемая выражением: 
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в котором ж  — плотность жидкости, k — коэффициент пропорциональности, Sг=πbг — 

площадь внутреннего сечения гофра, Vж — средняя скорость жидкости, D — диаметр СЧЭ, 
bг — ширина гофра. 
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Рис. 2 

Преобразовав уравнение (1), получим следующую систему: 
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, xо — амплитуда колебаний оболочки,  — собственная частота СЧЭ. 

Рассмотрим случай внешнего обтекания СЧЭ при условии двусторонней заделки его 
торцов, при этом элемент описывается цилиндрической оболочкой конечной длины. Присое-
диненную массу цилиндрической оболочки можно определить энергетическим методом, пу-
тем введения коэффициента , который учитывает влияние присоединенной массы на собст-
венную частоту [13—15]. Коэффициент  задается уравнением вида: 

 ов ж ж
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,  (2) 

где ов — собственная частота оболочки в воздушной среде, ож — собственная частота 
оболочки в жидкой среде, mж — удельная присоединенная масса жидкости, mо — масса 



1018 А. С. Козлов, Р. Я. Лабковская, О. И. Пирожникова, В. Л. Ткалич 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2015. Т. 58, № 12 

единичной площади оболочки, Tж — кинетическая энергия жидкости, Tо — кинетическая 
энергия оболочки. 

На основании выражения (2), а также уравнений для кинетической энергии жидкости и 
оболочки выведем следующую формулу [13, 15]: 
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где безразмерный коэффициент присоединенной массы оболочки  
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
  , nпп — число продольных полуволн, lо — длина оболочки, 

nо — число волн вдоль окружности оболочки, оb  — толщина оболочки, о — плотность обо-

лочки. 
Присоединенную массу, приходящуюся на единицу площади оболочки, представим в 

виде:  
 mж=rож. (4) 

Формула (2) выведена с учетом одностороннего обтекания СЧЭ. Когда жидкость нахо-
дится с двух сторон оболочки, величину присоединенной массы необходимо удваивать. 

При расчете присоединенной массы СЧЭ с гофрами за толщину оболочки необходимо 
принимать [1]: 
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где nг — число гофров; Sг — площадь сечения гофра.  
В случае рассмотрения осесимметричных форм колебания СЧЭ присоединенная масса 

может быть определена из выражения: 
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Для анализа присоединенной массы при осесимметричных формах колебаний СЧЭ 
представляется целесообразным разбить сложнопрофильную оболочку СЧЭ на три части: ци-
линдрические большего I и меньшего диаметра II и „крепежную“ часть III (рис. 3), присоеди-
ненные массы которых рассчитываются по известным формулам [3, 15, 16].  

Зона III 

Зона II Зона I  
Рис. 3 

Присоединенная масса mпр СЧЭ в случае осесимметричных форм колебаний представ-
ляется выражением [3, 15]: 

 пр прI в г прII вп г прIII кр1 2m m S n m S n m S    ,
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где прIm , прIIm , прIIIm  — соответственно единичные присоединенные массы I, II, III частей, 

вS , впS , крS  — соответственно площади вершин, впадин и крепежной части СЧЭ.  

Анализ присоединенной массы СЧЭ для случая кососимметричных форм колебаний 
оболочки осуществляется по формуле (4) с учетом (3). 

Для большого числа гофров модель свободных колебаний СЧЭ при двусторонней за-
делке торцов аналогична модели продольных колебаний гибкого стержня [3]: 
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где С — жесткость СЧЭ. 
При малом числе гофров аналогия гибкого стержня некорректна, так как частоты гофр 

распределяются неравномерно. В этом случае необходимо осуществлять переход к системе с 
сосредоточенными параметрами. Выражение для расчета присоединенной массы малозвенно-
го СЧЭ при малых значениях высоты гофра hг имеет вид:  

 ж ж г г2
2 pm Dh r LN


   , 

где Np — число слоев металла в сильфоне, rг — средний радиус внешнего или внутреннего 
закругления гофра, L — расстояние между центрами радиусов закруглений. 

В случае больших значений hг, при которых поведение жидкости сопровождается эф-
фектами вдавливания жидкости в гофры СЧЭ и выдавливанием ее обратно: 
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Экспериментальные исследования динамики ряда СЧЭ в жидких средах подтвердили 
корректность полученных в работе математических моделей. В общем случае погрешность 
расчета не превышала 5—7 % [17], при малом значении жm  погрешность не превышала  

1—1,5%. Погрешность возрастает при жm ~ т, а также при нестандартных формах гофра. 

Таким образом, проведенный авторами статьи анализ динамики СЧЭ в вязких средах 
показал необходимость ввода поправочного коэффициента на пространственное обтекание, 
величина которого  = 0,1—0,3 зависит от конфигурации гофра. Нижняя граница диапазона 
величин поправочных коэффициентов соответствует тороидальной форме гофра СЧЭ, а 
верхняя — тарельчатой форме сварных СЧЭ.  
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Analysis of associated masses of fluid and oscillation frequencies of bellows sensing elements with the 
account for their specific configuration and number of corrugations is carried out. Mathematical models of bel-
lows sensing elements dynamics in compensatory devices of the type used in control systems applied in vis-
cous environment requiring introduction of associated masses in corresponding dynamic equations are devel-
oped. The consideration of the bellows sensing element dynamics is based on the flat sections method; 
amendment to the spatial flow of the corrugation of the bellows is introduced, and transition to a system with 
lumped parameters is performed. Correctness and adequacy of the developed mathematical models are con-
firmed by comparison of calculated values with the data of experiments performed with specially designed test 
bench to study the associated masses of fluid with various viscosity for a number of bellows sensing elements. 
It is shown that the developed mathematical models and methods of calculation of associated masses under 
external flow calls for introduction of a correcting factor depending on the specific configuration of the corruga-
tion of the bellows (toroidal or disc-like). 

Keywords: bellows sensing element, associated mass, cylindrical shell, convolute, mathematical 
model. 
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