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Сформулированы и доказаны теоремы о понижении размерности пространства 
при корреляции и свертке n-мерных цифровых сигналов, в том числе при быст-
рой свертке на основе быстрого преобразования Фурье. В качестве иллюстра-
ции рассмотрены некоторые примеры. Широкое применение теорем возможно 
в задачах обработки и анализа цифровых данных, в системах широкополосной 
радиосвязи, в оптоэлектронике, при исследованиях уединенных волн (солито-
нов) и в других естественно-научных областях знаний. 
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Введение. Развитие современных систем цифровой обработки сигналов в значительной 
степени обусловлено развитием вычислительных технологий и методов цифровой обработки. 
Особое внимание уделяется обработке многомерных изображений. Говоря об изображениях, 
часто имеются в виду графические изображения; в более широком смысле изображение являет-
ся (функциональным) отображением T элементов y некоторого множества Y (yY), называе-
мого прообразом, на элементы x множества X (xX), называемого образом (изображением), 
т.е. T:Y→X.  

Эффективная цифровая обработка требует развитого математического аппарата [1—4] 
с возможностью реализации в аппаратном, программном или смешанном виде [2, 5, 6]. Для 
создания систем цифровой обработки оптимальное решение — это готовые системы, выпол-
ненные в виде микросхем или схемотехнических модулей [7, 8], программных библиотек, 
имеющих высокий уровень многокритериальной оптимизации и достаточное множество оп-
ций конфигурации при высоком быстродействии. Построение таких систем требует, кроме 
развитого математического аппарата, междисциплинарного (конвергентного) подхода к проек-
тированию объектов приборостроения [9, 10]. 

В настоящей статье сформулированы и доказаны теоремы о понижении размерности 
пространства при корреляции и свертке, а также теорема о понижении размерности про-
странства при быстрой свертке. Реализация теорем может быть выполнена доступными вы-
числительными средствами, что способствует их более эффективному использованию в сис-
темах цифровой обработки сигналов. 

Особую актуальность рассматриваемые теоремы имеют для современных систем об-
работки многомерных изображений высокой четкости [11—13], систем широкополосной 
связи [6], оптоэлектронных систем [5] и других систем цифровой и смешанной обработки 
сигналов.  

Теоремы о понижении размерности пространства при корреляции и свертке. Вве-
дем следующие обозначения: пусть в D-мерном пространстве ΛD [3, 11] заданы два дискрет-
ных сигнала u[n1, n2,…, nD] и h[n1, n2,…, nD], niZ, i=1, …, D, где каждый элемент сигнала  
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является комплексным числом. Тогда операцию свертки обозначим как y[n1, n2,…, nD]=  
=u[n1, n2,…, nD]*h[n1, n2,…, nD] или y[ΛD]=u[ΛD]*h[ΛD], а выражение для вычисления  

D-мерной свертки при использовании сумматора [ ] [ ]
n

k

y n x k


   [4] будет иметь следующий 

вид [4, 14]:  

  
1 2

1 2, , ,
D

D
k k k

y n n n
  

  
      , (1) 

где    1 2 1 1 2 2, , , , , , ,D D Du k k k h n k n k n k        . 

Операцию корреляция обозначим как y[n1, n2,…, nD]=u[n1, n2,…, nD]•h[n1, n2,…, nD] или 
y[ΛD]=u[ΛD]•h[ΛD], а выражение для вычисления D-мерной корреляции будет иметь следую-
щий вид: 

  
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y n n n
  

  
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где    1 2 1 1 2 2, , , ; , , ,D D Du k k k h n k n k n k        ;   — комплексно сопряженное чис-

ло к  . 
Зададим операцию, называемую понижением размерности пространства на измерение ni 

или суммированием сигнала u[ΛD] по ni, как  

   1 2 1 2, , , , , , ,
i

D
i D i D
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u n u n n n n n n n

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Теорема 1. Пусть в D-мерном пространстве ΛD заданы два дискретных сигнала u[ΛD] и 
h[ΛD] с конечным, по каждому измерению из ΛD, числом ненулевых значений. Выберем одно 
произвольное измерение ni из Λ

D, тогда результат свертки y[ΛD]= u[ΛD]*h[ΛD] с последующим 

суммированием по ni — есть 1 2[ , , , ]
i
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i D
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

       , что эквивалентно предваритель-

ному суммированию 1 2[ , , , ]
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с последующей сверткой y[ΛD–ni]= u[ΛD–ni]*h[ΛD–ni]. 
Доказательство. Для дискретного сигнала y[ΛD] = u[ΛD]*h[ΛD] выберем и зафиксиру-

ем значения отсчетов по всем, кроме одного, измерениям ni (i=1,…, D). Произведем, согласно 
выражению (1), вычисление свертки y[ΛD]= u[ΛD]*h[ΛD] для зафиксированных (ΛD–ni) и всех 
возможных ni значений отсчетов. При этом, учитывая, что (в соответствии с формулировкой 
теоремы) сигналы u[ΛD] и h[ΛD] имеют конечное число ненулевых значений по каждому из-
мерению, в результате вычислений получим конечное множество ненулевых элементов сиг-
нала y[ΛD] с зафиксированными значениями отсчетов по всем, кроме одного, измерениям ni. 
Полученное множество позволяет вычислить сумму, характеризующую понижение размерно-

сти для одного элемента сигнала: 1 2[ , , , ]
i

D
i D

n

y n y n n n




       , которая является суммой 

по ni комбинаторным сочетаниям без повторений исходных сигналов u[ΛD] и h[ΛD] для за-
фиксированных значений по прочим отсчетам. 
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Выполним действия иначе. Сначала произведем понижение размерности сигналов u[ΛD] 

и h[ΛD] для выбранного ранее измерения ni, вычислив 1 2[ , , , ]
i
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зафиксированных ранее значений отсчетов по всем измерениям из (ΛD–ni). В результате по-
лучим сумму комбинаторных сочетаний без повторений исходных сигналов u[ΛD] и h[ΛD], 
аналогичную сумме, полученной ранее. 

Применение указанной последовательности действий к различным значениям отсчетов 
для (ΛD–ni) показывает, что результат операции свертки y[ΛD]= u[ΛD]*h[ΛD] с последующим 

суммированием по ni — есть 1 2[ , , , ]
i

D
i D

n

y n y n n n




       , что эквивалентно предвари-

тельному суммированию 1 2[ , , , ]
i

D
i D

n

u n u n n n




        и 1 2[ , , , ]
i

D
i D

n

h n h n n n




        

с последующей сверткой y[ΛD–ni]= u[ΛD–ni]*h[ΛD–ni].        ■ 
Теорема 2. Пусть в D-мерном пространстве ΛD заданы два дискретных сигнала u[ΛD] и 

h[ΛD] с конечным, по каждому измерению из ΛD, числом ненулевых значений. Выберем одно 
произвольное измерение ni из Λ

D, тогда результат операции корреляции y[ΛD]= u[ΛD]•h[ΛD]  

с последующим суммированием по ni — есть 1 2[ , , , ]
i
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   с последующей корреляцией y[ΛD–ni]= u[ΛD–ni]•h[ΛD–ni]. 

Доказательство теоремы, аналогично доказательству теоремы 1, с той лишь разницей, 
что вместо операции свертки (1) необходимо использовать операцию корреляции (2).           ■ 

Теорема о понижении размерности пространства при быстрой свертке. При реали-
зации свертки дискретных сигналов на основе преобразования Фурье и перемножения их 
спектров, в случае применения быстрого преобразования Фурье (БПФ), получим так назы-
ваемую быструю свертку. Для реализации быстрой свертки используем следующие обозначе-
ния: F{u[ΛD]}=U[ΛD] — прямое преобразование Фурье дискретного сигнала u[ΛD];  
F–1{U[ΛD]}=u[ΛD] — обратное преобразование Фурье. Следует отметить, что при прямом 
БПФ производится отображение сигнала в частотное пространство, вообще говоря, по приро-
де своей не идентичное исходному пространству существования сигнала. Но результат БПФ 
может быть отображен в D-мерное пространство ΛD, в котором задан исходный сигнал, так 
как его размерность и его БПФ совпадают, а значения элементов пространства будут ком-
плексными числами. 

Таким образом, можно сформулировать теорему о понижении размерности пространст-
ва при быстрой свертке, которая является следствием теоремы 1. 

Теорема 3. Пусть D-мерном пространстве ΛD заданы два дискретных сигнала u[ΛD] и 
h[ΛD] с конечным, по каждому измерению из ΛD, числом ненулевых значений. Выберем одно 
произвольное измерение ni из Λ

D, тогда результат операции быстрой свертки y[ΛD]=  
=F–1{F{u[ΛD]}·F{h[ΛD]}} с последующим суммированием по ni — есть 
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сверткой F–1{F{u[ΛD–ni]}·F{h[ΛD–ni]}}, или кратко: 

  1 1[Λ ] [Λ ] { [Λ ]} { [Λ ]}
i i
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D D D D
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   . 

Доказательство теоремы следует из доказательства теоремы 1 и определения операции 
„быстрая свертка“. Теорему о понижении размерности пространства можно записать в виде 

выражения  Λ * Λ Λ * Λ
i i i

D D D D

n n n

u h u h                 ; заменив операцию свертки операцией 

быстрой свертки y[ΛD]=F–1{F{u[ΛD]}·F{h[ΛD]}}, получим выражение 

 1 1[Λ ] [Λ ] { { [Λ ]} { [Λ ]}}
i i

i

D D D D

n n n

u hF F F F F u F h           
    
   .       ■ 

З ам е ч а н и е  о практическом применении теоремы 3. В работе [14] показано, что для 
сокращения вычислений и оптимизации реализации свертки применять быструю свертку 
имеет смысл, например, для одномерных сигналов, содержащих 60 и более элементов. При 
этом следует учитывать требование, что БПФ применимо к последовательностям, число эле-
ментов которых кратно 2k (k — целое положительное число). А если число элементов после-
довательности не кратно 2k, то для реализации БПФ такие последовательности дополняют 
нулевыми элементами до необходимой кратности. С учетом сказанного возможно определить 
порог эффективного применения быстрой свертки для (одномерных) последовательностей, 
содержащих 64 элемента и более. 

Рассмотрим частные случаи применения теорем.  
Пример 1. Свертка двух векторов: заданы два вектора (например, строки некоторых 

изображений) X=(x0, x1, x2, x3, x4) и H=(h0, h1, h2), требуется выполнить свертку в соответствии 
с теоремой 1. Используя выражение (1), для заданных значений векторов 

 
1

0

[ ] [ ]
X

j

y i x j h i j



   

вычислим свертку векторов Y=X*H:  

Y= (h0x0, h0x1+h1x0, h0x2+h1x1+h2x0, h0x3+h1x2+h2x1, h0x4+h1x3+h2x2, h1x4+h2x3, h2x4). 

Затем вычислим поэлементную сумму для вектора Y: 

ΣY=(h0x0+h0x1+h1x0+h0x2+h1x1+h2x0+h0x3+h1x2+h2x1+h0x4+h1x3+h2x2+h1x4+h2x3+h2x4). 

В результате получим сумму комбинаторных сочетаний без повторений различных про-
изведений элементов векторов X и H. Далее, в соответствии с теоремой 1, получим указанный 
результат с помощью вычисления поэлементной суммы для векторов X и H: 
ΣX=(x0+x1+x2+x3+x4) и ΣH=(h0+h1+h2) с последующей сверткой, т.е. перемножения скаляров:  

(x0+x1+x2+x3+x4)(h0+h1+h2)=  
=(h0x0+h0x1+h1x0+h0x2+h1x1+h2x0+h0x3+h1x2+h2x1+h0x4+h1x3+h2x2+h1x4+h2x3+h2x4)=ΣY. 

Очевидно, что результаты совпадают.  
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Следует отметить, что если считать умножение или сложение как одну операцию, то для 
получения одинакового результата свертка с последующим суммированием требует 29 опера-
ций (15 операций умножения и 14 операций сложения), а суммирование с последующей 
сверткой — 7 операций, из которых только 1 (ресурсозатратная) операция умножения и 6 
операций сложения. Такое существенное сокращение операций особенно актуально для обра-
ботки многомерных сигналов [6, 15, 16]. 

Пример 2. Широкополосный сигнал существует в пространстве, заданном частотой и 
временем (ω, t), при этом ансамбль бинарных сигнатур, определяющий широкополосный 
сигнал, образован матрицей Адамара [6] и имеет вид:  

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

H

 
   
  
 

  

; 

автокорреляция матрицы H•H будет иметь следующий вид:  

1 0 1 0 1 0 1

0 4 0 0 0 4 0

1 0 3 0 5 0 1

• 0 0 0 16 0 0 0

1 0 5 0 3 0 1

0 4 0 0 0 4 0

1 0 1 0 1 0 1

Y H H

  
  
   
    
   
 

 
   

, 

при этом сумма матрицы Y по столбцам: (0, 0, 0, 16, 0, 0, 0).  
Применив теорему 2, рассчитаем сумму матрицы H по столбцам с последующим вычис-

лением автокорреляции полученных векторов:  
(4, 0, 0, 0) •(4, 0, 0, 0)=(0, 0, 0, 16, 0, 0, 0). 

Полученные результаты совпадают. 
Пример 3. В качестве примера к теоремам 1 и 3 рассмотрим следующий. В программе 

MatLab [17] реализованы вычислительные процедуры свертки и быстрой свертки с пониже-
нием размерности в соответствии с теоремами для матриц с комплексными коэффициентами 
(см. листинг). Результаты расчетов, выводимые программой, приведены в конце листинга.  

Отметим, что матрицы исходных данных сформированы с учетом изменения размеров 
результирующего дискретного сигнала y[ΛD] при свертке y[ΛD]= u[ΛD]*h[ΛD] и особенностей 
реализации функций программы MatLab. Понижение размерности пространства сигнала про-
изводится с помощью функции sum(); если параметром функции MatLab sum() является 
двумерный массив, то происходит суммирование по столбцам; функция conv()предна-
значена для свертки одномерных последовательностей; функции fft() и ifft() — прямое 
и обратное БПФ одномерных последовательностей соответственно; функции conv2(), 
fft2() и ifft2() — двумерные аналоги рассмотренных функций. 

Листинг. Программная реализация теорем 1, 2, 3. 
%%========================================================= 
% исходные матрицы
mx1 = [1+3i 2+i 0 0; 

7+2i 3+4i 0 0; 
0 0 0 0; 
0 0 0 0]; 
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mx2 = [5+i 9+7i 0 0; 
      2+2i 4-3i 0 0; 
      0 0 0 0; 
      0 0 0 0];  
%%=========================================================  
%% ТЕОРЕМА "О ПОНИЖЕНИИ РАЗМЕРНОСТИ ПРИ СВЕРТКЕ" 
% 1-й способ: 
conv(sum(mx1), sum(mx2)) 
% 2-й способ: 
sum(conv2(mx1,mx2))  
%%========================================================= 
%% ТЕОРЕМА "О ПОНИЖЕНИИ РАЗМЕРНОСТИ ПРИ БЫСТРОЙ СВЕРТКЕ" 
% 1-й способ: 
ifft(fft(sum(mx1)).*fft(sum(mx2))) 
% 2-й способ: 
sum(ifft2(fft2(mx1).*fft2(mx2)))  
%%========================================================= 
%% ТЕОРЕМА "О ПОНИЖЕНИИ РАЗМЕРНОСТИ ПРИ КОРРЕЛЯЦИИ" 
% 1-й способ: 
xcorr(sum(mx1), sum(mx2)) 
% 2-й способ: 
sum(xcorr2(mx1,mx2)) 
%%========================================================= 
Результаты расчетов (вывод программы) 
41,0+59,0i 104,0+147,0i 45,0+85,0i 0,0+0,0i 0,0+0,0i 0,0+0,0i 0,0+0,0i 
41,0+59,0i 104,0+147,0i 45,0+85,0i 0,0+0,0i 0,0+0,0i 0,0+0,0i 0,0+0,0i 
 
41,0+59,0i 104,0+147,0i 45,0+85,0i 0,0+0,0i 
41,0+59,0i 104,0+147,0i 45,0+85,0i 0,0+0,0i 
 
0,0+0,0i 0,0+0,0i 124,0+33,0i 156,0+56,0i 50,0+20,0i 0,0+0,0i 0,0+0,0i 
0,0+0,0i 0,0+0,0i 124,0+33,0i 156,0+56,0i 50,0+20,0i 0,0+0,0i 0,0+0,0i 
Расчеты, выполненные различными способами, показывают эквивалентность результа-

тов и демонстрируют некоторые практические возможности применения рассмотренных тео-
рем, в частности возможность существенного сокращения вычислительных затрат при вы-
полнении свертки с понижением размерности пространства в задачах корреляционного рас-
познавания образов, например широкополосных сигналов. 

Заключение. Сформулированы и доказаны теоремы о понижении размерности про-
странства при свертке, корреляции и быстрой свертке. Практическое применение теорем воз-
можно при решении широкого класса задач обработки и анализа цифровых данных, напри-
мер в задачах компьютерного зрения, в широкополосных системах связи и др. При необхо-
димости на современной элементной базе можно выполнить полностью аппаратную реализа-
цию вычислений на основе рассмотренных теорем. Применение теорем может способство-
вать повышению эффективности использования вычислительных ресурсов, что особенно ак-
туально при обработке многомерных дискретных сигналов. 
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Theorems on reduction of space dimension at correlation and convolution of n-dimensional digital 
signals are formulated and proved, specifically for fast convolution on the base of the fast Fourier trans-
formation. Several examples are presented as illustrations. The theorems are reported to have possible 
applications in the problems of digital processing of n-dimensional signal, broadband radio communica-
tion, optoelectronics, in solitary waves (solitons) research, and in other fields of fundamental and applied 
natural sciences.  
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