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Рассматривается задача об обеспечении асимптотической устойчивости 
нелинейной динамической системы путем регулирования ее параметров при 
действии на систему внешних ограниченных возмущений. Решение найдено с 
помощью робастного конечно-сходящегося алгоритма настройки параметров, 
определена также оценка области притяжения, пропорциональная уровню 
возмущений.  
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Введение. Изучению вопросов устойчивости движения динамических систем при воз-
действии разного рода ограниченных детерминированных возмущений посвящено множество 
исследований (см., например, работы [1—6] и содержащуюся там библиографию). Особым 
направлением в развитии теории алгоритмической устойчивости можно считать исследова-
ния, посвященные адаптивному параметрическому синтезу в целях обеспечения условий ста-
билизации и оптимизации движения при наличии возмущающих воздействий [7—17]. 

Возмущения того или иного вида могут кардинальным образом влиять на устойчивость 
и движение всей системы. Важно поэтому не только определить степень влияния возмущений 
(помех, шумов, флуктуаций) на общую устойчивость динамических систем, но и возможность 
их нивелирования в рамках рассматриваемого алгоритмического метода настройки параметров. 

В настоящей статье анализируется вопрос об устойчивости нелинейных динамических 
систем при воздействии ограниченных возмущений. Решается задача об обеспечении устой-
чивости с помощью регулирования параметров для случая, когда на систему действуют сто-
ронние внешние ограниченные возмущения (так называемая задача о придании системе дис-
сипативных свойств). Решение найдено с использованием робастных конечно-сходящихся 
алгоритмов настройки параметров [18].  

Постановка задачи. Отметим, прежде всего, что настоящая статья может рассматри-
ваться как естественное продолжение работы [19], но с учетом воздействия на нелинейную 
динамическую систему ограниченных детерминированных возмущений. В статье [19] речь 
идет об обеспечении устойчивости нулевого решения невозмущенной системы вида  

0 0= ( , , ), (0) = , = 0,t t tx f x σ x x (1)

где ( ) nt Rx  — вектор состояния системы, (0, , ) = 0tf σ  [0, )t   , t  — текущий момент 

времени, с помощью регулирования вектора параметров ( ) ,mt R σ  входящих линейно  
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в непрерывно дифференцируемую вектор-функцию ( )f ,   — некоторое ограниченное мно-
жество; здесь ( )tx  — измеряемая сколь угодно точно векторная величина. 

Пусть на систему (1) действуют неизвестные (неконтролируемые) равномерно огра-
ниченные по времени неслучайные (детерминированные) внешние возмущения. Для этой 
ситуации в уравнение (1) аддитивно введем возмущения ( )tv , полагая константу ,vC  их 

ограничивающую, известной:  

= ( , , ) ( ), ( ) ,n
vt t t V R  x f x σ v v (2)

где, при прежних обозначениях и предположениях, будем считать, что ( )sup vt I t C v  , при-

чем множество функций ( )tv , удовлетворяющих этому неравенству, образует некоторый 

класс помех vV ; ( )tv   — евклидова норма вектора ( )tv . 

Под устойчивостью системы на фоне действия неконтролируемых ограниченных возму-
щений понимается [7, 8] наличие у системы диссипативных свойств, т.е. попадание всех 
траекторий ее движения с течением времени в ограниченную область в фазовом пространстве 
{ , }x σ  вне зависимости от начальных данных 0( ),tx  0( ),tσ 0 = 0,t  но в зависимости от уровня 

возмущений, характеризуемого константой .vC  

Для этого случая рассмотрим задачу обеспечения устойчивости решений системы (2) 
в рамках применения робастных градиентных конечно-сходящихся алгоритмов настройки 
параметров [18, 19]. Отметим, что данная задача (при ограниченных возмущающих воздейст-
виях) значительно более сложная, чем задача (1), поскольку изменения динамических про-
цессов рассматриваются в зависимости от уровня помех. Отметим также, что алгоритм пара-
метрического оценивания может быть выбран в известном робастном виде [19] с учетом до-
полнительных предположений о существовании ряда ограничений.  

Устойчивость системы при ограниченных внешних возмущениях. Примем в 

качестве функции Ляпунова (ФЛ) ( )V x  функцию *( ) =V x x x , где символ „*“ означает 
операцию транспонирования, и посредством выбора регулируемых параметров в системе (2) 
обеспечим выполнение условия асимптотической устойчивости на траекториях исследуемого 
процесса: ( ) = ( ) / < 0V dV dtx x . Проецируя уравнение (2) на вектор (ось) 2x , получаем  

* *( ) = 2 ( , , ) 2 ( ).V t tx x f x σ x v (3)
Введем следующие обозначения для скалярных функций:  

* *( , , ) 2 ( , , ), ( , ) 2 ( ),t t t t   x σ x f x σ x x v  
где (0, , ) = 0t σ , (0, ) = 0t . Тогда уравнение (3) примет следующий вид:  

( ) = ( , , ) ( , );V t t x x σ x  (4)
полагаем при этом включение элементов вектора σ  в функцию ( , , )t x σ  линейным, т.е. 
считаем, что имеет место соотношение  

*( , , ) = ( , ) ( , ), ( , ) ( , , ),t t p t t t    x σ g x σ x g x x σ  

где ( , )p tx  — некоторая гладкая по x  и t  скалярная функция; ( )    — вектор градиента от 

функции   по элементам вектора σ ; ( , ) mt Rg x .
Предположим далее, что σ , σ , можно указать константу C , для которой 

выполняется неравенство  
( ( , , ), ) ( ( , , ), )t C t       x σ σ σ x σ σ

или  
* *( , )( ) ( , ) ,t C t g x σ σ g x σ (5)
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где запись ( , )a b  означает скалярное произведение для произвольных векторов a  и b . 
В теории адаптивных систем для целевых функций ( )   (в данном случае в этой роли 

выступает функция ( ) ( )     ) при использовании градиентных алгоритмов оценивания 
справедливо условие вогнутости [7]:  

( ( , , ), ) ( , , ) ( , , ) , 0.t t t         x σ σ σ x σ x σ   (6)

Достаточно естественное условие (5) (с учетом нормы разности двух векторов) в рассма-
триваемой задаче будет являться альтернативой условию вогнутости (6), так как определенно 
сказать, удовлетворяет ли функция ( , , ) ( , )t t  x σ x  в соотношении (4) условию вогнутости по 
σ  или нет, нельзя из-за отсутствия информации о структуре вектор-функции ( )tv .

В качестве целевой функции в дифференциальной системе (3) выберем функцию  

1 2( , , ) = ( ) ( , ) ,t V t    x x x g x   (7)

где * *( ) = ( ) / = 2V d dtx x x x x  ; 1 , 2  — некоторые положительные постоянные, выбираемые в

дальнейшем исходя из условий конечной сходимости алгоритма параметрической настройки. 
Задача, таким образом, заключается в решении относительно вектора σ  целевого 

неравенства ( , , ) = ( , , ) > 0t t x x x σ  для функции ( )   (7):  
*

1 2( , , ) = [ ( , ) ( , ) ( , )] ( , ) .t t p t t t       x σ g x σ x x g x   (8)

Видно, что обеспечение целевого неравенства гарантирует выполнение требования об 
ограничении скорости изменения ФЛ ( )V x  по времени: 

1 2( ) < ( , )V t x g x    (9)

в предположении равномерной ограниченности вектор-функции ( , ).tg x   
Результат. Для доказательства наличия диссипативных свойств (асимптотической 

устойчивости) у данной параметрически настраиваемой (регулируемой) системы предполо-
жим, что 3 > 0   — константа, для которой при [0, )t    выполняется неравенство  

3( , ) ( ).t V g x x   (10)

Соотношение (10) с учетом равномерной ограниченности ( , )tg x  означает также и 
равномерную ограниченность ФЛ ( )V x , и возможность (в силу того, что 

*( , ) = (2 ( , , ))t tg x x f x σ    ) линеаризации по x  функции ( )f  в уравнении (2) в рассматри-

ваемой ограниченной области. Тогда, очевидно, неравенство (9) может быть усилено 
неравенством  

1 3 2( ) < ( ) .V V   x x (11)

Перейдем к записи процедуры получения оценок nσ  вектора σ  и доказательству ее 

конечной сходимости. Зададим алгоритм параметрической настройки в виде соотношения  

1 2

( , )
= ,

( , )
n n n

n n
n n

k t

t





g x
σ σ

g x 
(12)

где  

1 2

1 2

1, если ( , , ) 0 либо ( ) ( , ) ;
=

0, если ( , , ) > 0 либо ( ) < ( , ) ,

n n n n n n
n

n n n n n n

t V t

t V t

      
  

x σ x g x

x σ x g x





 

 

причем 1 , 2 > 0 ; > 0k  — произвольная постоянная; ( , ) = ( , , )n n n n nn
t t g x x σ ; 

( , )n n gt Cg x  ,
 

> 0gC  — некоторая положительная постоянная; здесь = 1, 2,...,n  — шаг  

алгоритма; 1σ  — начальный вектор; = ( )n ntx x  — измеряемый вектор состояния; nσ  — 
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кусочно-постоянная вектор-функция времени: =n tσ σ , 1[ , )n nt t t  , где 1nt   — момент времени, 

когда впервые после условия nt   , > 0 , нарушается целевое неравенство ( , , ) > 0n n nt x σ . 
Сформулируем теорему, определяющую условия конечной сходимости алгоритма 

получения оценок вектора параметров σ  (12).  
Теорема. Пусть выполнены следующие условия: 
1) целевая функция ( , , )t x σ  равномерно ограничена по ,x  t  и дифференцируема по

σ x ,
 

t ,
 

( , ) gt Cg x  ; 

2) mR  σ  — вектор, для которого справедливы неравенства

*( , , ) > 0 , ,t t    x σ x (13)

где   — некоторое положительное достаточно малое число; 
3) справедливы неравенства (5) и (10).
Тогда построенная с помощью алгоритма (12) последовательность векторов nσ  

монотонно приближается к вектору σ . Алгоритм (12) сходится за конечное число шагов, т.е. 
> 0t  — момент времени, такой что t t   выполняется равенство =t tσ σ , и, начиная с 

этого момента, ( , , ) > 0.t x σ  Для числа коррекций   вектора nσ  справедлива оценка  
2

2
1 ; ,

2
gC

h h
kC

   


σ σ  (14)

где 1σ  — произвольный начальный вектор.  

Доказательство. Будем считать, что на некотором n -м шаге алгоритма (12) выполнено 
неравенство ( , , ) 0n n nt x σ . Тогда из соотношения (12), возводя члены последовательно в 

квадрат, с учетом выражений (4)—(8) получаем 
2

2 2
1 2 2

2 ( , )
=n n n

n n
k k


  

    
σ σ g

σ σ σ σ
g g

   
   

* 2
2

2 2

2 ( )
= n n n

n
k k  

   
g σ σ

σ σ
g g

 
   

* 2
2

2 2

2
=n n

n
k C k 

  
g σ

σ σ
g g

 
   

2
2

2 2

2 ( )
= n n

n
k C V p k   

   σ σ
g g


 

   

2
2

2 2 2

2 2 ( )
.n n n

n
k C V k C p k    

   σ σ
g g g


 

     
 (15) 

Здесь следует напомнить о равномерной ограниченности целевой функции ( ).   С учетом 

этого имеем: | | p vp C C C   , где pC ,
 
C  — некоторые известные положительные постоян-

ные, не зависящие от x  и .t  Тогда неравенство (15) можно продолжить 1 2( )V   g   :  
2 2

1n n    σ σ σ σ   
2

2 2 2

2 ( )2 n p vn nk C C C Ck C V k    
   

g g g



     
2 1 2

2

2 ( )n
n

k C  
  

g
σ σ

g

 
 

 
2

2 2

2 ( )n p v nk C C C C k   
  

g g   
1 22
2

2 ( )n g
n

k C C   
  σ σ

g
 

 
2

2 2

2 ( )
=n p v nk C C C C k   

 
g g   

2
2 12

2

2 ( ) 2 ( )
= 1g p vn

n

C C C C C Ck

k k
      

     
 

σ σ
g

 
 
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2
2 12

2
.

2
n

n g p v
g

k C k
C C C C

CC





 
         

 
σ σ  (16)

Путем выбора постоянных 1  и 2  обеспечим, чтобы суммарная константа, стоящая в 

скобках, была положительной. Очевидно, этого можно достичь, учитывая, что 1 > 0 , а 2
выбирая из условия  

2 1> ,
2g p v

k
C C C C C

C 


     

где все константы в правой части неравенства положительны; обратим внимание на то, что 
константа C  пропорциональна уровню помех .vC  

Примем далее  

2 = ,nC     (17)

тогда неравенство (16) можно записать как  
2 2

1 2

2
.n

n n
g

k C

C



 

   σ σ σ σ    (18)

Суммируя неравенство (18) по n  от 1 до ,N  получаем  

2 2
1 1 2

=1

2
.

N

N n
ng

kC

C





    σ σ σ σ   
(19)

Чтобы доказать конечную сходимость предлагаемого алгоритма параметрического 
оценивания, предположим, что при ( , , ) 0n n nt x σ  имеет место неравенство  

2 2
1 ,n n n    σ σ σ σ    (20)

где 
=1

n
n


  .

Структура неравенств (20) и (18) полностью совпадает, если  

2

2
= .n

n
g

k C

C
  

  

Легко показать, что условие ( , , ) 0n n nt x σ  выполняется не более чем для конечного 

числа n  троек ( , , )n n ntx σ , причем для этого числа n  имеем очевидную оценку: n s  , где 

s  — наименьшее целое, для которого справедливо неравенство  

2
1

=1

.
s

n
n

   σ σ  (21)

Действительно, суммируя неравенство (20) по = 1,i n , получаем  

2 2
1 1

=1

.
n

n i
i

     σ σ σ σ    (22)

Так как 
=1

n
n


   при ,n   то неравенство (22) при достаточно большом n

становится противоречивым. В качестве числа s  возьмем ,n  для которого выполняется 
неравенство (21). Тем самым получим утверждение теоремы о конечной сходимости 
алгоритма оценивания (12). Оценка (14) числа   изменений вектора nσ  непосредственно 

следует из неравенства (19). ■
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З а м е ч а н и я . 1. Неравенства (13) указывают на то, что целевое неравенство 

( , , ) > 0t x σ  разрешимо в усиленном смысле, а именно: mR    — вектор, удовлетво-
ряющий неравенствам (13) с некоторым запасом, т.е. множество решений этих неравенств 
представляет собой открытое множество. 

2. В результате конечной сходимости алгоритма (12) достигается целевое неравенство
(9): 1 2( ) ( , ) .V t  x g x    

3. Согласно доказанной теореме при выполнении неравенств (9) и (10) имеет место
соотношение (11), откуда в силу решения линейного по ( )V x  дифференциального 
неравенства (11) следует диссипативность настраиваемой системы (2), (12) и оценка области 
притяжения  

2

1 3
[ ( )] ,lim

t
V t





 

x  

пропорциональная уровню возмущений .vC   

Модельный пример. Рассмотрим нелинейную динамическую систему, заданную 
уравнениями  

5 5= , = ,y z y y z y z      
на движение которой накладываются внешние ограниченные синусоидальные возмущения 

( )tv . Результатом является следующая векторная система: 
= ( , ) ( ),t x f x v  

где  
5

1 2 1 1

5
2 1 2

sin
= = , ( , ) = , ( ) = .

0

x x x xy t
t

x z x x

        
              

x f x v  

Данная система может служить моделью сложной нелинейной упругой системы с тре-
нием. Здесь   — некоторый параметр, выбираемый исходя из целевого условия обеспечения 
устойчивости. 

Требуется путем регулирования параметра   привести исходную систему в асимптоти-
чески устойчивое состояние. При моделировании процесса движения системы будем опи-
раться на предложенную алгоритмическую схему настройки параметра  . Имеем: 

2 2
1 2 1( ) = , = , ( , ) = 2 sin ;V x x V t x t    x x

2 6 6
1 1 2( , , ) = 2( ) = g( , ) ( , ),t x x x t p t     x x x  

2 6 6
1 1 2( , ) = 2 , ( , ) = 2( ).g t x p t x x x x  

Неравенство (5) тождественно неравенству для выбора константы :C  
0 < ( ) /C    , >  . Последовательно получим: 

1) целевую функцию (7):
2 2

1 1 2 1( , , ) = 2 , ( , ) = 2 ;t V x g t x     x x x    

2) в неравенстве (10) следующее выражение:

3 2
3

3 1

2
> , 0 < < 2;

x

x





3) алгоритм параметрического оценивания (12):

1 2
1

= .
2

n
n n

n

k

x



    
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Были приняты следующие числовые данные: 7k  , 10 1x  , 20 1x  , 0 2  , 3
1 10  ,

2 0,1  . 

На рис. 1 и 2 представлены фазовые траектории и расчетное значение ФЛ ( )V x : 1 — для 
фиксированного значения 2  , 2 — для случая настройки параметра  . На рис. 3 приведен 

график n  для первых 40 шагов настройки. 

1 
2 

х2 
1 

0,5 

0 

–0,5

–1

–1,5     –1     –0,5       0       0,5       1    х1

Рис. 1 
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0,5 
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0         20          40         60     80      t, с 

2 1 

Рис. 2 

0             10       20      30      п 
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Рис. 3 
Результаты компьютерного моделирования полностью подтверждают теоретические 

выводы о сходимости значений n  к  , а также о диссипативных (устойчивых) свойствах 

исходной динамической системы в зависимости от уровня возмущений.  
Заключение. Разработан алгоритмический метод приведения в устойчивое состояние 

нелинейных динамических систем с учетом ограниченных детерминированных возмущающих 
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воздействий. Решение задачи найдено путем регулирования параметров системы с помощью 
робастного конечно-сходящегося алгоритма оценивания.  

Статья подготовлена по результатам работы, выполненной при финансовой поддержке 
Президента Российской Федерации, грант №14.Y31.16.9281-НШ. 
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The problem of ensuring asymptotic stability of nonlinear dynamic system by means of tuning its 

parameters is considered for the case when the system is subject to constrained external perturbations.  
A solution to the problem is found with the use of a robust finitely convergent algorithm of parameters 
setting. An estimate of attraction domain proportional to the perturbation level is derived. 
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