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Рассмотрен механизм сухого трения, основанный на использовании теории  
упругой устойчивости с ее удачной концепцией устойчивости и критической 
силы. Активно использовались методы теории катастроф для оценки закрити-
ческого состояния элементов микроконтактов с последующей оценкой возмож-
ных перемещений и завершающим вычислением коэффициентов трения.  
Указано на целесообразность включения в качестве основных процессов  
бифуркационной составляющей трения.  
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Известно, что в этапы образования и прерывания микроконтакта различные авторы [1—5] 
включали следующие основные процессы: упругую деформацию поверхностей; пластиче-
скую деформацию поверхностей; пропахивание; срез адгезионных соединений.  

Целью работы является качественное и количественное объяснение причины трения с 
точки зрения анализа бифуркационных процессов, связанных с потерей устойчивости от-
дельных элементов микроконтактов. Как и в классических работах, формально сопротивле-
ние скольжению выражается при помощи коэффициента трения. В качестве микроэлементов 
в представляемой работе выступают стержни, длина которых, в частности, может быть при-
нята равной мере шероховатости Ra. Как увидим далее, эта величина в явном виде не исполь-
зована при вычислении коэффициента трения — она учитывается только на этапе старта. 

Предлагаемый подход дополняет возможности механики деформируемого твердого те-
ла, используемой в трибологии.  

Смоделируем отдельный элемент контакта как стержень длиной R=Ra, заделанный од-
ним концом и сжатый продольной силой, приложенной к свободному концу. Сама продоль-
ная сила пусть будет результатом воздействия жесткой плиты на конец стержня. Это упроще-
ние позволяет приближенно смоделировать процесс скольжения конца стержня по поверхно-
сти жесткой плиты при потере устойчивости стержня. Это тем более справедливо при нали-
чии реакции, перпендикулярной оси стержня в момент потери устойчивости, когда криволи-
нейная форма равновесия сжатого стержня имеет вид 

w=Δsin(πx/2R), (1)
где Δ — это, с одной стороны, амплитуда изгибной моды, с другой — возможное перемеще-
ние конца стержня по поверхности жесткой плиты. Сила трения скольжения может быть вы-
числена так 

Pf=CΔ,  (2)
где  
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C=3EJ/R3 (м–1)  (3) 
— коэффициент жесткости стержня [6].  
Известно, что критическая сила в рассматриваемом случае выражается формулой [7—9]: 

Pc= EJ (π/2R)2. (4)
Отношение сил — коэффициент трения скольжения — выражается в виде: 

f=Pf/Pc=(Δ/2R)(4/π2) =3 (4/π2) (Δ/ R),  (5) 
Δ/R — возможное относительное перемещение конца сжатого стержня при потере устойчи-
вости. 

Основной задачей является определение величины Δ/R. Решить ее можно, исследуя за-
критическое поведение стержня [8, 9]. Состояние стержня определяется минимумом потен-
циальной энергии деформируемой системы. А для того чтобы описать состояние стержня при 
P>Pc, т.е. после потери устойчивости, необходимо рассмотреть в соответствующей потенци-
альной функции члены выше второй степени по переменной состояния Δ [8]: 

V(Δ;P)=2R/4(π/2R)2(Pc–P) Δ2+3P2R/26(π/2R)4Δ4+…, (6)
откуда после решения задачи на экстремум следует 

(Δ/2R)2=8/3π2(1–Pc/P). (7)
Константу 8/3π2 назовем коэффициентом относительного возможного перемещения. 

Качественное изменение (Δ/2R)2 формируется только значениями функции ветвления  
Ψ=(1–Pc/P), представленного на рис. 1 для двух точек ветвления (бифуркационных точек) 
Pc=1 (1) и Pc=10 (2).  
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Рис. 1 

Видно, что предельным значением является единица. Здесь для меньших значений кри-
тических сил характерен скачкообразный переход к значению Ψ, близкому к единице. 

Оценим теперь коэффициент трения с учетом того, что (Δ/2R)2=8/3π2 (принято Ψ=1): 
f=Pf /Pc=(Δ/2R)(4/π2)≈0,21.  (8)  

Так как 0≤Ψ<1, то и значения бифуркационного коэффициента трения изменяются в 
пределах 0< f < 0,21.  

В целях уточнения значения коэффициента трения введем потенциальную функцию с 
учетом несовершенств микроконтакта [8]: 

V=εs+ K1(Pc–Ps)s
2 + K2Pss

4, (9)
(K1=2R/4(π/2R)2 ; K2=2R3/26(π/2R)4), линейный член определяет уровень начального дефекта, 
который задает отличный от нуля изгиб и позволяет оценивать чувствительность безопасной 
нагрузки к несовершенству. Здесь для учета несовершенств использовано другое обозначение 
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переменной состояния: s вместо Δ (0<s<Δ). Собственно задачей является нахождение функ-
ции чувствительности как функции (Δ/2R).  

Из равенства нулю градиента потенциальной функции получаем: 

ε+ k1(Pc–Ps)s + k2Pss
3 =0, 

откуда следует 
Ps= k1Pc/( k1– k2s

2) + ε/[s( k1– k2s
2)], 

и с учетом обозначений  
k1= 2R/2(π/2R)2;  k2=2R3/24(π/2R)4;  Kb=8/3π2=const;  K*=1/ Kb 

получаем функцию чувствительности (рис. 2) 
 K(s)= 1/[s( k1– k2s

2)] = (2/π2)/{(s/2R)[1– K* (s/2R)2]}.  (11) 
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Рис. 2 
Критической точкой этой кривой является значение (s/2R)2 =0,14, откуда s/2R=0,37. Рас-

чет коэффициента трения (6) дает f=0,11 (для сравнения приведем значения деформационной 
составляющей коэффициента трения f=0,05 и адгезионной составляющей f=0,2 [1]). 

Аналогично моделируется контакт двух выступов, где целесообразнее перейти к жест-
кости спиральной пружины (Нм) [10]: 
 Cs= EJπ2/4R. (12)  

Следует отметить, что переход к неконсервативной постановке задачи приводит к вось-
микратному увеличению критической силы [11, 12].  

Исходя из результатов можно сделать следующие выводы: 
1) бифуркационный коэффициент трения снижается с повышением критической силы; 
2) коэффициент относительного возможного перемещения является фундаментальным 

параметром для оценки закритического состояния стержня при потере устойчивости; 
3) оценки бифуркационного коэффициента трения указывают на необходимость его 

учета как составляющей интегральной макроскопической силы трения. 
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The mechanism of dry friction is analyzed on the base of the theory of elastic stability with its suc-

cessful concept of stability and critical force. Methods of the catastrophe theory are used actively to as-
sess supercritical state of the elements of the microconstrictions with subsequent estimating the possible 
displacements, and the final computation of coefficients of friction. It is noted that bifurcation component 
of friction is desirable to be included in the list of core processes of macroscopic friction. 
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