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Рассматривается задача слежения за мультигармоническим сигналом с неиз-
вестными параметрами с использованием робототехнической системы. Основ-
ной особенностью разработанного алгоритма является быстрая оценка частот 
сигнала с помощью метода динамического расширения регрессора, который 
позволяет улучшить качество переходных процессов одновременного оценива-
ния нескольких частот. Предложенный алгоритм компенсации позволяет ре-
шать задачу при наличии временных запаздываний. Представлены результаты 
экспериментальных исследований и сравнительного анализа робототехниче-
ской следящей системы на базе метода динамического расширения регрессора 
и на базе классического градиентного метода.  
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Введение. Аппроксимация с помощью гармонических сигналов применяется во множе-
стве приложений, включая системы динамического позиционирования для судов [1, 2], меди-
цинские приборы [3], коммуникационные системы [4], в связи с чем были разработаны раз-
личные подходы.  

Исследования, связанные с оцениванием частот, базируются на разных принципах [5—9]. 
Так, метод амплитудно-фазовой автоподстройки частоты предложен в работе [5]; устройства 
оценивания частот на базе адаптивных узкополосных заграждающих фильтров рассмотрены 
в работах [6—8]; влияние импульсного шума на оценку частот исследовано в работе [9]. Зна-
чительное достижение в этой области — разработка линейной регрессионной модели, кото-
рая позволяет осуществлять параметризацию с разделением известных и неизвестных эле-
ментов [10]. Помимо исследования вопросов устойчивости, всегда являющихся приоритет-
ными, также уделяется внимание качеству процесса идентификации [11, 12].  

Цель исследования, описываемого в настоящей статье, — повышение качества оцени-
вания частот с помощью метода динамического расширения регрессора (ДРР), представ-
ленного в работах [13, 14], и демонстрация его практической значимости в задаче слежения 
за мультигармоническим сигналом с помощью робототехнической системы при временных 
запаздываниях по входу, которые могут быть вызваны вычислительными и коммуникаци-
онными ограничениями. Статья представляет собой продолжение исследований, описан-
ных в работе [15]. В ходе настоящего исследования достигнуты показатели качества, пре-
восходящие полученные в [15].  
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Постановка задачи. Рассмотрим линейную стационарную систему вида 

     ;x t Ax t Bu t h   (1)

( ) ( );y t Cx t (2)

      ,e t g t y t  (3)

где nx  — вектор состояния; u  — входной сигнал; h  — известное постоянное запаз-
дывание; y  — выходной сигнал; g   — задающий сигнал; e  — ошибка слежения; 

n nA  , 1nB  , 1 nC   — матрицы и векторы модели в пространстве состояний; для
входного сигнала выражение ( ) 0u t h   справедливо при t h . 

Задающий сигнал ( )g t  представлен как сумма l  синусоид с неизвестными амплитудами 
g
i , g

i  и частотами i  , {1, 2, , }i l  , с общим смещением на g :

     
1

sin cos .
l

g gg
i ii i

i

g t t t


      
Задача исследования заключается в разработке такого закона управления ( )u t , который 

будет обеспечивать асимптотическую сходимость ошибки слежения ( )e t  к нулю: 

lim | ( ) | 0,
t

e t


  

при следующих допущениях. 
Доп ущен и е  1. Все параметры системы (1), (2) известны. 
Доп ущен и е  2. Матрицы ( , , )A B C  полностью управляемы и наблюдаемы, а матрица 

А гурвицева. 
Доп ущен и е  3. Нижняя граница частот 0  предполагается известной для задающего 

сигнала ( )g t : 

0, {1, 2, , }.i i l      

Доп ущен и е  4. Частоты i , {1, 2, , }i l  , различны. 

Синтез управления. На первом шаге необходимо определить сигнал, на базе которого 
будут строиться алгоритмы оценивания и компенсации. Воспользуемся наблюдателем вида 

ˆ ˆ( ) ( ) ( );x t Ax t Bu t h  

ˆ ˆ( ) ( );y t Cx t
ˆ ˆ( ) ( ) ( ),g t y t e t   (4)

где ˆ nx  — вектор состояния наблюдателя, ŷ  — выходной сигнал наблюдателя, ĝ  —
оценка задающего сигнала. 

Поскольку матрица A  предполагается гурвицевой, ошибка наблюдения за состоянием 
ˆ( ) ( ) ( )x t x t x t   стремится к нулю. Тогда, принимая это во внимание, а также с учетом (3) вы-

ражение (4) для оценки задающего сигнала ˆ ( )g t  можно преобразовать к следующему виду: 

               

   
1

ˆ ˆ

sin( ) cos( ) ( ), 
l

g gg
i ii i

i

g t y t g t y t g t y t g t Cx t

g t t t t t


       

            

 

где ( )t  — экспоненциально затухающая функция. 
В результате получена оценка ˆ ( )g t , которая в дальнейшем будет использована в каче-

стве носителя информации о задающем сигнале, за которым необходимо осуществлять 
слежение. 

Далее перейдем к  построению устройства оценивания частоты на базе известного  
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градиентного метода, улучшенного с помощью метода динамического расширения регрессо-
ра [13, 14]. 

Рассмотрим фильтр для сигнала ˆ ( )g t : 
2 1

2 1
( ) ( ),

( )

l

l
t g t

p






 




(5)

где 2 1( ) lp    — гурвицев полином. 
Далее построим линейную регрессионную модель: 

(2 1) ( ) ( ) ( ),l Tt t t     (6)

где (2 1) (3) (1)( ) ( ) ( ) ( )T lt t t t         — регрессор, составленный из производных выхо-

да фильтра; 1 1
T

l l         — вектор с оцениваемыми элементами, удовлетворяю-

щими системе 

1 1 2

2 1 2 1 3 1

1
1 2( 1

;

,

;

)

l

l l

l
l l





    

      

  




 


   



где 2
i i   .

Устройство оценивания частоты на основе градиентного метода, используемого в ис-
следовании [15], описывается выражением 

 ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ,Tt K t t t      
(7)

где l lK 
  , 0K  .

Метод обеспечивает экспоненциальную сходимость ошибки оценивания ˆ( ) ( )t t     
к нулю. 

Следуя процедуре ДРР (см. [13, 14]), рассмотрим линейную регрессионную модель (6) и 
выберем 1l   линейных  -устойчивых операторов запаздывания: 

[ ( )]( ) : ( )( ),i iH t t d   
где {1, 2, , 1}i l   , 0id   — различные запаздывания.  

Определим 1l   отфильтрованных сигналов: 

( ) ( ), ( ) ( ).
i if i f it t d t t d        (8)

Комбинируя регрессор ( )T t  и выход фильтра ( )t  с сигналами (8), получаем  

1
1

( ) ( )

( )( )
( ) : , ( ) : ,

( )

ii

l
l

T

T
ff

T ff

t t

tt
t t

t




                       







где ( ) l lt   , 1( ) lt   .
Определим 

( ) : det{ ( )}, ( ) : adj{ ( )} ( ),it t t t t         {1,2, , }i l  . 
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Таким образом, получим систему l  уравнений вида  
) .(i it    

Заменим выражение (7), описывающее устройство оценивания частоты, основанное на 
градиентном методе, на 

      ˆ ˆ( ) Ξ ( ) ,i i it t t t t     
   0i  .

Поскольку фильтр (5) линейный, его реакция на синусоидальный сигнал также носит гар-
монический характер с той же частотой. Таким образом, выход фильтра может быть выражен как 

0
1

( ) ( ) ( )+ ( ),
l

i
i

t t t t


      (9)

где 0( )t  — смещение, 
1

( ) 
l

i
i

t

  — сумма l  гармоник с частотами i , ( )t  — экспоненци-

ально затухающая функция. 

Сигналами, необходимыми для разработки регулятора, являются ˆ ( )i t , 0
ˆ ( )t , ˆ ( )i t  и

ˆ ( )i t . Пренебрегая экспоненциально затухающей функцией   и дифференцируя выражение

(9) 2l  раз, получаем реализуемый наблюдатель сигналов ˆ ( )i t  и ˆ ( )i t :

 
 

 

   
   

1 1 1(2)
111

32 2 (4)
12 1 2

1 1(2 )
1 11

ˆˆ ˆˆ 1 1( ) ( )
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( )

,

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

l

ll

l ll l l
l l l

t tt t

t t tt

t t t

 

 

                                                           

 

       





 



  



 







   2 1

.

l t

 
 
 
 
 
 
  

 

Смещение 0ξ̂ (t)  может быть рассчитано как 

0
1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ).
l

i
i

t t t


      

Наконец, запишем закон управления в виде  

          0
0 1

1 1 ˆˆ ˆ ( )
ˆ ( )

l

pi i di i
ii

u t t k t t k t t
L L t

        , 

где пропорциональный и дифференциальный коэффициенты определяются как 
ˆ ˆsin( ( ) ( ))

ˆ ˆ( ) cos( ( ) ( )), ( ;)
( )

i i
pi i i di

i

h t t
k t h t t k t

t

 
   


( )i t  — оценки частот, ограниченные снизу значением 0ω : 

  0

0 0

ˆ ˆ, если
( )

ˆ, если

;

;
i i

i
i

t
t

   
  

   
коэффициент передачи для постоянного сигнала 0L , оценки коэффициентов передачи ˆ

iL  и

фазовых сдвигов ˆ i  заданы как 

     2 12 1
0

0 2 1 2 1
0

ˆˆ( ( ))ˆ ˆ; ( ) ; arg ,
ˆ ˆ ˆ ˆ( ( ))( ( ) ) ( ( ))( ( ) )

ll
ii

i il l
i i i i

b j tb b j t
L L t t

a a j t j t a j t j t



 

  
   

     
 

где 1j    и 1ˆ( )
ˆ( )

ˆ( )
i

i
i

b j
C j A B

a j


  


I  — передаточная функция от ( )u t  к ( )y t  системы (1), (2). 
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Экспериментальные исследования. Рассмотрим многозвенную робототехническую 
систему КИКА youBot (Германия) с цифровой камерой, закрепленной на последнем звене 
(рис. 1). Цель экспериментов — слежение видеокамерой за объектом, отображаемым на LCD-
панели перед роботом и осуществляющим движение по мультигармоническим законам, за-
данным вдоль горизонтальной и вертикальной осей. 

КИКА youBot

Видеокамера 

Подвижная цель

Рис. 1 
При проведении экспериментов входное запаздывание системы управления было искус-

ственно задано равным 0,5h   с для демонстрации ее реализуемости в условиях вычисли-
тельных и коммуникационных ограничений. 

Преимущества метода ДРР в сравнении с градиентным методом (ГМ) проявляются при 
оценивании нескольких частот, тогда как в случае оценивания одной частоты эти алгоритмы 
идентичны. В этой связи сравнение показателей качества, обеспечиваемых двумя методами, 
проведено только для случая оценивания нескольких частот по горизонтальной оси. 

В первом эксперименте объект слежения движется по закону, представляющему собой 
сумму двух гармоник вдоль горизонтальной оси. Задающие сигналы для обеих подсистем оп-
ределяются как 

       18sin 0,63 , 11sin 0,63 14sin .y xg t t g t t t  

На рис. 2 показаны результаты первого эксперимента: а — графики сигналов ошибок 
( )xe t , б — графики сигналов оценок ˆ ( )x t .  

ex(t), пкс x(t), рад/с^ 

60 

40 

20 

0 

–20

–40

–60

–80
0        50      100  150       t, с 0             50      100     150       t, с 

1,4

1,2

1 

0,8

0,6

ГМ
ДРР

ГМ 

ДРР

а) б) 

Рис. 2 
Анализ графиков на рис. 2, б показывает, что переходные процессы оценивания частот с 

использованием метода ДРР более быстрые и гладкие по сравнению с классическим гради-
ентным методом, что позволяет ускорить быстродействие системы в целом (см. рис. 2, а). 

Во втором эксперименте объект слежения движется по закону, представляющему собой 
сумму трех гармоник вдоль горизонтальной оси. Задающие сигналы для обеих подсистем оп-
ределяются как 
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Результаты второго эксперимента, показанные на рис. 3, наглядно демонстрируют не-
сомненное преимущество метода ДРР при оценивании нескольких (трех) частот. Практиче-
ская эффективность градиентного метода существенно падает при увеличении количества 
оцениваемых параметров: анализ рис. 3, б показывает, что оценивание трех частот с его по-
мощью за выделенное время невозможно, тогда как использование метода ДРР обеспечивает 
достаточно высокое быстродействие и гладкость переходного процесса. 

ex(t), пкс x(t), рад/с^ 
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Рис. 3 

Заключение. Представлены результаты исследования по практическому применению 
устройства оценивания частот на базе метода ДРР в задаче слежения за мультигармониче-
ским сигналом. Результаты экспериментов, проведенных с использованием многозвенной ро-
бототехнической системы, подтвердили практические преимущества метода ДРР при оцени-
вании нескольких частот по сравнению с классическим градиентным методом. 
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ROBOTIC TRACKING SYSTEM  
WITH FAST ADAPTATION TO UNKNOWN TRAJECTORY OF MOVEMENT 

O. I. Borisov, V. S. Gromov, A. A. Vedyakov, S. V. Shavetov 

ITMO University, 197101, St. Petersburg, Russia 
E-mail: borisov@corp.ifmo.ru 

The problem of tracking of a multi-sinusoidal signal with unknown parameters is solved with the use 
of a robotic system. The main feature of the proposed approach is a fast frequency estimation using the dy-
namic regressor extension and mixing (DREM) method allowing to improve performance of simultaneous 
multiple frequencies estimation. The developed compensation algorithm makes it possible to solve the prob-
lem in the presence of time delays. Results of the experimental study and comparison analysis of the robotic 
tracking system based on DREM and classical gradient methods are presented. 

Keywords: frequency estimation, multi-sinusoidal signal compensation, adaptation, tracking, robotic 
system 
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