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Рассматривается задача синтеза траекторного управления движением при нали-
чии неизмеряемых постоянных возмущающих воздействий с использованием 
методов дифференциальной геометрии. Это естественное расширение класси-
ческой задачи траекторного управления. Представлена процедура синтеза регу-
ляторов, реализующих соответствующую задачу траекторного управления. 
Приведены результаты моделирования, подтверждающие работоспособность 
синтезированных алгоритмов.  
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Задачи синтеза алгоритма управления движением вдоль заданной траектории при нали-
чии неизмеряемых постоянных возмущающих воздействий с появлением множества различ-
ных беспилотных средств передвижения приобрели особую актуальность. Это обусловливается 
тем, что следование заданной траектории является одним из основных режимов функциони-
рования для этого класса объектов, а среда функционирования предполагает наличие внеш-
них возмущений. 

Один из наиболее распространенных на сегодняшний день методов решения задач тра-
екторного управления, названный LOS (Line-of-Sight — метод „прямой видимости“), основан 
на формализации действий рулевого при управлении судном [1]. Другой популярный метод — 
построение следящей системы, управляемой некоторой эталонной моделью [2, 3], при этом 
траектория обычно задается функцией времени, что приводит к затруднениям на практике 
когда движение объекта отличается от заданного программой из-за параметрических неопре-
деленностей или внешних возмущений. Во избежание этого траекторию можно параметризо-
вать длиной вместо времени, и динамика этого параметра должна быть предусмотрена в мо-
дели системы. Использование этого метода позволяет реализовать движение вдоль полино-
миальных кривых, что обеспечивает лучшее планирование и более точное следование траек-
тории. 

Метод управления мобильными роботами, рассматриваемый в настоящей статье, осно-
ван на стабилизации инвариантных многообразий в пространстве состояний при помощи ли-
неаризации обратной связью [4]. При этом для исходной системы выбирается преобразование 
координат вектора состояния, позволяющие генерировать аттрактор в пространстве состоя-
ний. В качестве аттрактора выбирается желаемая траектория, заданная в обозначениях вы-
ходных координат. Тогда остается лишь стабилизировать это решение, что гораздо менее 
трудоемко, чем построение следящей системы. Один из методов синтеза соответствующих 
алгоритмов управления, представленный в работах [5—7], основан на изложенном выше 
(втором) подходе и предусматривает нелинейное преобразование модели робота к задачно-
ориентированной системе координат. Это позволяет свести сложную задачу управления мно-
гоканальной системой к нескольким простым задачам компенсации линейных и угловых от-
клонений и затем найти закон управления с помощью методов нелинейной стабилизации 
[5—14]. 
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В настоящей статье предложено расширение классической постановки задачи, пред-
ставленной в работах [15, 16], с введением в рассмотрение неизмеряемого внешнего постоян-
ного возмущения, влияющего на объект управления. Данная статья посвящена непосредст-
венно синтезу регуляторов и не затрагивает вопросы планирования траектории. 

Для решения задачи управления движением мобильного робота используем модель 
движения твердого тела по поверхности. Для этого введем связанную с центром масс G  объек-
та управления подвижную правостороннюю декартову систему координат (СК) 0 0X Y , где  

0X  — продольная ось, направленная вдоль движения центра масс робота, 0Y  — поперечная 

ось. Движение объекта управления будем описывать относительно неподвижной правосто-
ронней декартовой системы координат 1 1X Y . Положение центра масс G  в СК 0 0X Y  относи-

тельно СК 1 1X Y  опишем при помощи вектора   2,
T

q x y R  , где ,x y  — координаты, харак-

теризующие линейные перемещения объекта в пространстве. Угловую ориентацию робота 
относительно неподвижной СК зададим с помощью матрицы управляющих косинусов 

   0
1 SO 2R   , где R  — угол поворота базиса 0 0X Y  относительно 1 1X Y .

Введем модель объекта управления: 
mq F ; (1)

 0
1q R v  ; (2)

 0
1

cos sin

sin cos
R

  
      

; (3)

   , (4)

где m  — масса объекта управления, 2,
T

x yF F F R     — вектор управляющих сил,

2,
T

x yv v v R     — вектор линейных скоростей в базисе 0 0X Y ,  — угловая скорость объекта

управления. 
Траекторию движения мобильного робота зададим в неявном виде: 

  0q  . (5)
Задача траекторного управления ставится как задача поддержания голономных отноше-

ний между выходами системы, заданными в (5). Дополнительно обеспечивается желаемое 
продольное движение центра масс вдоль заданной траектории, определяемое требуемой ско-
ростью продольного движения. 

Задача траекторного управления разбивается на две подзадачи: 
1) геометрическую, которая состоит в стабилизации положения мобильного робота от-

носительно желаемой траектории, что подразумевает стремление к нулю вектора линейного 
отклонения: 

 lim 0;
t

q


  (6)

2) кинематическую, которая подразумевает стремление к нулю вектора отклонения по
скорости: 

 lim * 0,
t

q v


  (7)

где q  — вектор текущей скорости движения вдоль траектории в связанном базисе, *v  — 
вектор желаемой скорости движения вдоль траектории. 
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Синтез системы управления произведем, основываясь на каскадном подходе, стабилизи-
руя поочередно каждую подсистему. Сначала решим задачу замыкания внутреннего контура по 
скорости при неизмеряемом постоянном возмущающем воздействии const   на объект 
управления. 

Классическая теория управления предлагает ряд методов компенсации постоянных воз-
мущений, таких как включение в систему дополнительного интегрирующего или изодромно-
го звена. Это позволяет повысить порядок астатизма системы и, как правило, нивелировать 
воздействие постоянных возмущений. 

Применение первого метода (включение дополнительного интегрирующего звена)  
в данном случае не приводит к необходимому результату. Это не позволяет рассматривать 
данный метод как эффективный, что демонстрирует временная диаграмма скоростного кон-
тура при добавлении интегратора (рис. 1); задаваемая скорость 5v   м/с, внешнее возмуще-
ние 10  . 

q, м/с
. 
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Рис. 1 
Включение изодромного звена (второй метод) демонстрирует уже существенно лучшую 

эффективность (рис. 2, 5v   м/с, 10  ), желаемая скорость достигается за нескольких се-
кунд.  

q, м/с 
. 

0        1       2         3      4      t, с 

5 

4 

3 

2 

1 

Рис. 2 
Для решения задачи замыкания внутреннего контура сформулируем целевое условие:  

lim 0.
t

q v


  (8)

Кроме того, с целью обеспечения компенсации возмущающего воздействия сформули-
руем второе целевое условие:  

 lim 0.
t

   (9)

Теорема. Пусть имеется объект управления вида (1)—(4). Тогда существуют такие по-
ложительные числа qk , 1k , 2k  и ,k  что регулятор  

 qF m v k q v     , (10)
дополненный динамической подсистемой вида 
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 1 2k k     , (11)

 k    , (12)
где   и  — вспомогательные переменные, а    , обеспечивает в замкнутой системе 
выполнение целевых условий (8) и (9). 

Доказательство. Воспользуемся методом функций Ляпунова. Рассмотрим функцию 
Ляпунова следующего вида: 

       1 21 1

2 2 2 2
T TT Tk k

V q v q v                   , (13)

и найдем производную функции Ляпунова по времени: 

     1 2
T T T TV q v q v k k                    

      1 2 2
T T TF

q v v k k k
m

              
 

   . 

Подставив в выражение для производной функции Ляпунова уравнения (10)—(12), получим 

        0
T T

qV k q v q v k              . 

Возьмем вторую производную по времени от функции Ляпунова (13): 

       
     .

T T
q

T T
q

V k q v q v k

F
k q v v k

m





           

           
 

     

 

Проанализируем полученные выражения, используя следствие из леммы Барбалата [17]. 
Так как функция V  ограничена снизу нулем и 0V  , то функция V  сходится к конечному 
пределу при t  . Из ограниченности функции V  следует, что функции  q v   , 

     ,     и      также ограничены. Отсюда следует, что и функция  k   

ограничена, значит, V  является ограниченной функцией, а V  асимптотически стремится к 
нулю при t  . Следовательно, выполняются соотношения  lim 0

t
q v


   и 

 lim 0
t

   . Таким образом, при 0  справедливо, что 0  . В результате контур по 

скорости глобально асимптотически устойчив и выполняются следующие соотношения:  

   lim 0, lim 0
t t 

     ,  lim 0
t

q v


  , 

т.е. выполняются целевые условия (8) и (9).        ■ 
На рис. 3 показана временная диаграмма скоростного контура ( 5v   м/с, 10  , 

10qk  ), замкнутого согласно синтезированному алгоритму (10)—(12). Алгоритм демонстри-

рует сходимость к желаемой скорости менее, чем за 1 с при наличии неизмеряемого возму-
щающего воздействия. 
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Рис. 3 
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Для построения внешнего управляющего контура по положению перепишем уравнение 
исходной системы (1) после замыкания ее синтезированным ранее контуром, учитывая асим-
птотическую сходимость скоростной подсистемы, в редуцированной форме: 

.p v
Алгоритм управления запишем в виде 

k sv u u  ,
где ku  и su  — компоненты, способствующие решению кинематической и геометрической 

подзадач соответственно. 
Введем траекторную координату  s q   и выберем меру отклонения от заданного 

многообразия (5) в виде  e q  . Преобразование модели объекта управления к задачно-

ориентированным координатам будем осуществлять с помощью якобиана  

 

   

   

q q

dx dy
Y q

q q

dx dy

  
 

 
  
 
 

. 

Тогда преобразование можно реализовать следующим образом: 

     0
1

s
Y q q Y q R v

e

 
   

 





. 

Соответственно обратное преобразование может быть описано как 

 1 s
q Y q

e
  

  
 





. 

Компонент ku  для заданного значения скорости продольного движения *v  определяет-

ся выражением 

 
*

1 .
0

k
v

u Y q  
  

 
 

Остается найти компонент su . С этой целью рассмотрим функцию Ляпунова в форме 

 2 ,
2
e

s
k

V q   

где ek  — положительный постоянный коэффициент. 

Найдем производную функции Ляпунова по времени: 

       

         
*

1 .
0

T T

s e e s

T T

e e s

V k q q q k q q u
q q

v
k q q Y q k q q u

q q


    
             

     
              

 

(14)

Второе слагаемое в выражении (14) тождественно равно нулю в силу ортогональности 
задания ku . Таким образом, если выбрать su  в виде 

   s eu k q q
p


   

 , 

то выражение для производной примет вид 

<0T
s s sV u u  . 
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Тогда первая производная функции Ляпунова sV  становится отрицательно определен-

ной, а значит, исходная система обладает свойством глобальной асимптотической устойчиво-
сти относительно переменной    e q q  . Таким образом, можно резюмировать, что по-

ставленная ранее геометрическая подзадача (6) решена, а учитывая представленное выше ре-
шение кинематической подзадачи (7), решена и исходная траекторная задача. 

Пример. Движение мобильного робота рассмотрим на примере моделирования его пе-
ремещения вдоль типовых желаемых траекторий: прямой линии и окружности. 

В случае прямой линии задачно-ориентированные координаты и якобиан задаются сле-
дующим образом: 

  * *
0sin cos 0;q x x              * *

0cos sinq x y        , 

 
* *

* *

cos sin

sin cos
Y q

  
  
    

. 

Результаты моделирования перемещения робота вдоль прямой линии и ошибка при пе-
ремещении представлены на рис. 4, а, б соответственно. 

Y 
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2 

0 
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–2     0        2       4       6       8          X 

e(t)
–0,2

 
–0,6

 
–1 

 
–1,4

 
–1,8

0           2           4           6           8      t, с 

а) б) 

 
Рис. 4 

В случае окружности (радиусом r) задачно-ориентированные координаты и якобиан за-
даются следующим образом: 

      2 22
0 0

1
0

2
q r x x y y

r
       ,    0

0

arctg
y y

q r
x x

     
, 

     
   

0 0

0 0

1 y y x x
Y q

x x y yr

   
      

. 

Результаты моделирования перемещения робота вдоль окружности и ошибка при пере-
мещении представлены на рис. 5, а, б. 
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e(t)

–0,5

–1 

–1,5

–2 
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–3 
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а) б) 

 
Рис. 5 

Итак, на основе предложенной модификации алгоритма траекторного управления, бази-
рующегося на стабилизации инвариантных многообразий, решена задача управления движе-
нием мобильного робота при неизмеряемых постоянных возмущающих воздействиях.  
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Приоритет дальнейших исследований состоит в расширении спектра возмущающих воздей-
ствий. Также предметом дальнейшего анализа должна стать разработка версии представлен-
ного регулятора при отсутствии измерений скорости. 

Работа выполнена при государственной финансовой поддержке ведущих университетов 
Российской Федерации (субсидия 074-U01), а также при поддержке Министерства образова-
ния и науки РФ (проект 14.Z50.31.0031). 
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TRAJECTORY CONTROL FOR MOBILE ROBOTS  
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The problem of synthesis of trajectory control in the presence of unmeasurable constant external 

disturbances is studied with the use of differential geometry methods. The problem is noted to be a rea-
sonable extension of the classical trajectory control problem. The developed procedure for controller syn-
thesis to solve the described problem is presented. The efficiency of the proposed controllers is demon-
strated with results of computer modeling. 

Keywords: trajectory control, coordinates transformation, external disturbances 
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