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Многие гидролитосферные процессы описываются уравнениями в частных 
производных, математические модели которых не имеют аналитического ре-
шения; в некоторых случаях отсутствуют и их математические модели. Пред-
ставлена методика построения аппроксимирующей модели гидролитосферного 
процесса, использование которой позволяет на основе частотного метода син-
теза и качественной теории распределения мод проектировать распределенные 
регуляторы, обеспечивающие требуемые показатели качества.  
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Математические модели гидролитосферных процессов описываются системами уравне-
ний в частных производных с соответствующими граничными условиями. Каждое месторож-
дение минеральных вод является уникальным и характеризуется конкретной совокупностью 
геометрических и физических параметров, определяющих динамику гидролитосферных про-
цессов. Математические модели ряда месторождений минеральных вод приведены в [1—4]. 
Основные задачи рационального природопользования — синтез системы управления дебита-
ми добывающих скважин и формирование оптимальных технологических режимов эксплуа-
тации месторождений. Оптимальные режимы эксплуатации месторождений рассмотрены в 
работах [1, 5, 6], Методы определения оптимального числа добывающих скважин приведены 
в работе [1].  

На примере гидролитосферного процесса рассмотрим сочетание обычного частотного 
метода синтеза и качественной теории для улучшения динамических характеристик замкну-
той системы управления. Математическая модель гидролитосферного процесса имеет сле-
дующий вид: 
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2 2 2

1 1 1 1
1, 1, 1,2 2 2

1

( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
;x y z

h x y z h x y z h x y z h x y z
k k k

x у z

       
  

   

1
0 ; 0 ; 0x y zx L y L z L      , 
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где h1 — напор грунтовых вод; Н2 — напор в водоносном горизонте; x, y, z — пространственные 
координаты; τ — время; V1(y2,j, τ) — понижение напора, вызванное входным воздействием (де-
битом) j-й добывающей скважины (в рассматриваемом случае j=1…5); δ2(x0, j, y0, j, z0, j) — функ-
ция, равная единице, если x= x0, j, y= y0, j, z= z0, j, где x0, j, y0, j, z0, j — координаты расположения 
добывающих скважин; , , ,,i x i y i zk k k

 
— коэффициенты фильтрации по пространственным коор-

динатам для горизонта грунтовых вод (при i=1 k1,x= 0,252 м/сутки, k1,y= 0,252 м/сутки,  
k1,z=0,291 м/сутки) и пласта (при i=2 k2,x=0,145 м/сутки, k2,y=0,193 м/сутки, k2,z=0,0194 м/сутки);  

2  — упругоемкость пласта ( 2 = 0,0005 м–1); F2,x — скорость течения в водоносном горизон-

те (для рассматриваемого месторождения F2,x= 0,1 м/ч). 
Граничные условия между пластами задаются в следующем виде (условия Дарси): 
— для грунтовых вод  
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— для боковых граней 
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где h1,0, Н2,0 — начальные состояния грунтовых вод и пласта; b1 —коэффициент перетекания 
(b1 = 0,00032 сутки–1).  

Входным воздействием на объект управления служит функция U(yj, τ) (дебит добываю-
щих скважин), которая связана с функцией V1(yj, τ) соотношением V1(yj, τ) =КпU(yj, τ), 
j=1, 2, …, 5. Значение коэффициента передачи Кп определяется с использованием методики 
„колодца“ [1, 2]. В рассматриваемом случае Кп=0,0001. Функцией выхода служит изменение 
уровня понижения (Н2) давления в точках установки добывающих скважин.  

Геометрические данные месторождения, схема которого показана на рис. 1, приведены 
в таблице, где ∆y, ∆х, ∆z1, ∆z2 — шаги дискретизации математической модели  по пространст-
венным координатам.  

Lx Ly Lz1 Lz2 ∆y ∆х ∆z1 ∆z2 

520 м 450 м 50 м 70 м 450 м/8 520 м/8 50 м/6 70 м/6 

Добывающие скважины располагаются в следующих точках: x0,j=3∆х; z0,j=Lz1+3∆z2;  
y0,j= ∆y+∆yj. 

С использованием приведенной выше модели и геометрических и физических данных 
была составлена дискретная модель объекта управления. 
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Рис. 1 
Методика проведения численных исследований с использованием дискретной модели 

объекта управления, описанная в работах [1—4], заключается в следующем: для определения 
реакции системы на заданную пространственную моду входного воздействия оно скачкооб-
разно подается на объект управления в виде выбранной пространственной моды  

U(yj )= Ai sin(ψiyj), ψi= πi/Ly, 

где y=∆y+∆yj; i — номер моды (в рассматриваемом случае выбраны 1-я и 5-я пространствен-
ные моды); А и ψ — амплитуда и частота пространственной моды. 

На рис. 2, а, б показаны графики реакций объекта соответственно на 1-ю и 5-ю про-
странственные моды входного воздействия в точке расположения во второй добывающей 
скважине (при этом Ai=1) при К1=12,666/0,924=13,708 (а) и К5=4,238/0,383=11,065 (б). Коэф-
фициенты усиления Кi равны отношению функции выхода Н2 (понижения уровня в точке рас-
положения скважины) к входному воздействию (Uj). 

Н2, м 

95 

90 

0        60      120     180     240  300          , ч 

Н2, м 

103 

100 
0         60        120      180           240   , ч 

а) 

б) 

Рис. 2 
Были также исследованы динамические характеристики объекта управления. При этом 

входное воздействие было сформировано в виде 

U(yj,τ)= 1sin(ψi yj)sin(ωτ),   ψi= πi/Ly, ω=0,00001. 

Результаты моделирования представлены графиками входного воздействия и переход-
ного процесса на рис. 3, а, б. 
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Рис. 3 
Вычислим для рассматриваемого объекта управления сдвиг по фазе: 

∆φ = –2π24/176 = –0,857 рад. 
В работах [7, 8] исследованы передаточные функции аппроксимирующих звеньев для 

объектов с распределенными параметрами. Показано, что для описания динамических харак-
теристик гидролитосферных процессов может быть использована передаточная функция вида 

, ( ) exp( ), 1, 2 ...;
1a i i

i

K
W s z i   

 
(1)

2 ,i i
s

a
  

где s — оператор Лапласа. 
Методика определения параметров аппроксимирующего звена (K, z, a), описанная в 

работах [7, 8], состоит из следующих этапов. 

1. Записывая соотношение (1) для стационарного случая, по 1-й и 5-й пространствен-
ным модам (с учетом вычисленных коэффициентов K1 и K5), получаем следующую систему 
уравнений:  
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 Решая систему уравнений относительно Δz и K, получаем Δz=6,690662, K=14,463761. 
2. Приняв в (1) s=jω, запишем соотношение для определения фазы:

1 1 1Im arctg(Im / (Re 1)).z           (2)

Подставив исходные данные (ω = 0,00001, Δφ = –0,857) в соотношение (2), вычислим 
значение параметра а:  a = 0,000391. 

Полученная передаточная функция аппроксимирующего звена записывается в виде 

,
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Использование полученной аппроксимирующей модели гидролитосферного процесса 
месторождения минеральных вод позволяет на ее основе синтезировать системы управления 
дебитами добывающих скважин и формировать оптимальные технологические режимы экс-
плуатации месторождений. Представленная модель ориентирована на использование качест-
венной теории распределения мод при проектировании распределенных регуляторов. 
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MATHEMATICAL MODEL OF HYDROLITHOSPHERIC PROCESSES  
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It is noted that many of hydrolithospheric processes are described by partial differential equations, 
and corresponding mathematical models do not have analytical solutions; in several cases, there are no 
mathematical models, too. Therefore, to solve a practical problem, such as synthesis of control system of 
flow rate of producing wells or formation of an optimal technological modes of operation field, it is necessary 
to develop an approximate model. A method of approximating model construction for a hydrolithospheric 
process is presented. The proposed approach is based on the methods of frequency synthesis and distribu-
tion of high-quality modes theory. Design of distributed regulators using the developed method is reported to 
ensure required quality parameters. 

Keywords: hydrolithospheric processes, distributed objects, partial differential equations 
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