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Предложены нелинейные математические модели биохимической очистки 
сточных вод активным илом, построенные на основе базовых динамических 
моделей Моно, Холдейна и Кенейла. В качестве влияющего внешнего фактора 
рассматривается температура окружающей среды. Развитие биоценоза проис-
ходит в ограниченном пространстве реактора при определенных технологиче-
ских ограничениях и допущениях. Зависимость скорости роста микроорганиз-
мов от температуры внешней среды основывается на эмпирическом уравнении 
Вант-Гоффа. Представлены результаты исследований для четырех температур-
ных режимов. Изменение температурного режима осуществляется за счет по-
степенного увеличения и последующего снижения температуры окружающей 
среды до заданных значений. Приведены семейства графиков переходных про-
цессов концентраций субстрата и активного ила при различных температурах. 
Определены оптимальные температурные режимы, которые создают наиболее 
благоприятные условия развития биоценоза активного ила и обеспечивают наи-
более эффективную очистку. Результаты моделирования подтверждают чувст-
вительность поведения системы к температурным изменениям. Полученные ре-
зультаты следует учитывать при рассмотрении моделей нитрификации и денит-
рификации, характеризующихся более высокими динамическими порядками, и 
построении системы управления с целью улучшения показателей качества воды 
и снижения временных затрат на биологическую очистку.  

Ключевые слова: очистка сточных вод, активный ил, базовые модели Моно, 
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Введение. В настоящее время для биологической очистки сточных вод с использова-
нием активного ила используются математические модели различной степени сложности и 
адекватности реальным процессам [1—6]. Среди них выделяются базовые модели, доступ-
ные для аналитических исследований с целью выявления основных свойств и закономерно-
стей, присущих биохимическим процессам очистки [7, 8]. Как правило, это нелинейные 
модели 2-го и 3-го порядков. Недостаток известных базовых моделей состоит в том, что 
влияние внешних факторов (например, температуры окружающей среды) в них не учитыва-
ется [9, 10].  

Влияние температуры окружающей среды на скорость биологических процессов. 
Скорость роста микроорганизмов описывается уравнением Моно [1]: 
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 max с с сμ μ / ,С С K   

где сС  — концентрация субстрата; сK  — константа полунасыщения; maxμ  —максимальная 

удельная скорость роста.  
Как показали исследования [2—4], зависимость скорости роста maxμ  биологического 

процесса от температуры   описывается уравнением Вант-Гоффа: 
 2020 С

max maxμ  μ e ,   

где 20 С
maxμ   — максимальная удельная скорость роста биомассы ила при температуре 20С; γ — 

температурный коэффициент. 
Модель Моно характеризует рост биомассы активного ила при лимитирующем моно-

субстрате. С учетом температурного фактора математическая модель модель Моно описывает-
ся следующей системой дифференциальных уравнений [4]: 
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где иC  — концентрация ила; вх
сC  — входная концентрация субстрата; и c/Y C C  — коэф-

фициент трансформации субстрата в ил; Т — период аэрации.  
При моделировании предполагается, что константы сK  и Y  не зависят от температуры. 

Температурный режим изменяется путем постепенного увеличения и снижения температуры 
до заданных значений. Исследование моделей проводилось при четырех температурных ре-
жимах, параметры которых приведены в таблице.  

Номер  
температурного  

режима 

Возрастание  
температуры θ, °С 

Убывание  
температуры θ, 

°С 
1 От 10 до 20 До 10 
2 От 10 до 30 До 10 
3 От 20 до 30 До 20 
4 От 20 до 40 До 20 

При моделировании процессов были приняты следующие значения параметров: 

0,55Y  ; 20 С 1
maxμ 0,69 ч  ; 1

с 29 чK  ; 0,1  ; объем субстрата, подаваемого на вход биоре-

актора, вх 37 м / чQ  ; объем реактора 3100 мV  .  
На рис. 1 и 2 показаны переходные процессы концентраций субстрата с ( )С t  и ила и ( )С t  

при снижении температуры в моменты времени 1 20 чt   и 2 30 чt   соответственно. При ис-

пользовании низкотемпературного режима 1 биопроцессы наиболее чувствительны к момен-
ту снижения температуры. При снижении температуры в более поздний момент времени 2t  

биомасса вырастает, что позволяет обеспечить лучшую очистку. В остальных режимах при 
снижении температуры в определенные моменты наблюдается схожее воздействие, посколь-
ку при более высоких температурах микроорганизмы растут быстрее. При этом тенденция 
роста биомассы в случае более длительного поддержания высокой температуры сохраняется 
(на 6 % больше), время формирования процессов снижается на 16 %. При повышении темпе-
ратуры до 40 С максимальное значение сС  снижается в 1,5 раза. Таким образом, диапазон 

благоприятных для биологической очистки температур сводится к режиму 4. 
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Модель Холдейна характеризует кинетику биопроцессов с учетом ингибирующих 
свойств субстрата и описывается системой дифференциальных уравнений [5]: 
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где iK  — константа ингибирования, равная с10K . 

На рис. 3 и 4 показаны процессы с ( )С t  и и ( )С t  при снижении температуры в моменты 

времени 1 20 чt   и 2 30 чt   соответственно. Примечательно, что максимальные значения иС  

на 12 % выше, чем для модели Моно при режимах 3 и 4. Иными словами, благоприятная тем-
пературная среда в этом случае в определенной степени нейтрализует ингибирующее воздей-
ствие субстрата. При этом на 18 % по сравнению с моделью Моно увеличивается время уста-
новления значения иС  при режимах 3, 4 и на 42 % — при режимах 1, 2.  
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Модель Кенейла описывает процесс роста активного ила, состоящего из бактерий и 
простейших, в условиях поглощения субстрата. При моделировании принимались следующие 
допущения: активный ил — совокупность чистых культур бактерий и простейших; влияние 
температуры на скорость подачи кислорода и эффект насыщения простейших не учитываются. 

Модель Кенейла с учетом температурного фактора представляется как [6] 
 
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где бC  — концентрация бактерий; пC  — концентрация простейших; бK  — константа полу-

насыщения бактерий; 20 С
maxf 

 
— максимальная скорость роста бактерий при 20 С; g — коэф-

фициент трансформации бактерий в простейшие. 

Моделирование проводилось 20 С 1
maxμ 0, 49 ч ,  20 С 1

max 0,15 чf   , 0,55Y  , 1
с ч29K  , 

1
б 8 ,чK   15 ч,T   0,15g  . 



Влияние внешних факторов на процессы очистки сточных вод 895 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2017. Т. 60, № 9

На рис. 5 и 6 приведены переходные процессы с ( )С t , б ( )С t  и п ( )С t  при уменьшении 

температуры в моменты времени 1 20 чt   и 2 30 чt   соответственно.  
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Анализ графиков показывает, что негативное влияние температуры особенно проявля-

ется при режимах 3 и 4. Напротив, наилучшая очистка обеспечивается при режиме 1. Режим 2 
чувствителен к моменту снижения температуры и при 30 чt   процессы носят колебательный 
характер. Наибольшее значение сС  увеличилось на 62 %, при этом наибольшее значение бС  

изменилось несущественно. При режимах 3 и 4 процессы характеризуются колебаниями, что 
соответствует состоянию модели „хищник — жертва“, причем с повышением температуры 
период колебаний увеличивается. Таким образом, можно сделать вывод, что при более слож-
ном составе ила влияние температуры проявляется нелинейно. Существует узкий диапазон, в 
котором обеспечивается оптимальный рост каждой из культур. 

Заключение. Анализ показал значительную чувствительность базовых моделей к изме-
нениям температуры внешней среды. Для каждой из моделей были выявлены температурные 
режимы, на которых достигается наилучший уровень очистки. Полученные результаты могут 
быть использованы при разработке моделей более высокого порядка, а также положены в ос-
нову при управлении температурой с целью повышения эффективности биоочистки. Уточне-
ние границ температурных режимов требует дальнейших исследований для каждой из куль-
тур активного ила. 
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Non-linear mathematical models of biochemical wastewater treatment with activated sludge are de-

veloped. The proposed approach is based on the dynamic models by Monod, Haldane, and Canales, with 
environment temperature considered as the influencing external factor. The development of biocenosis takes 
place in a confined space of the reactor under certain technological limitations and assumptions. Depend-
ence of the growth rate of microorganisms on the temperature of the environment is based on the empirical 
Van't Hoff equation. Results of model calculations are presented for four temperature regimes, change of re-
gime is performed by gradual increase and subsequent decrease in temperature to the set values. The fami-
lies of graphs of transient processes of substrate and active sludge concentrations under various tempera-
ture conditions are demonstrated. Optimal temperature conditions corresponding to the most favorable con-
ditions for the development of biocenosis of activated sludge and providing the most effective purification are 
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determined. The simulation results confirm the sensitivity of the system to temperature changes. The ob-
tained results are recommended to account for in analysis of nitrification and denitrification models, which 
are characterized by higher dynamic orders, and in design of a control system to improve water quality and 
reduce the time spent on biological treatment. 

Keywords: sewage disposal, activated sludge, models by Monod, Haldane, and Canales, external 
environment temperature 
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