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Методом математического моделирования, учитывающего непрерывное изме-
нение формы зубьев, изучаются закономерности изнашивания зубчатых зацеп-
лений. Приведены параметры всех исследуемых пар зубчатых колес и условия 
их совместного применения. Представлены условия и ограничения применения 
полученных результатов, а также основные соотношения, используемые при 
расчете параметров зацепления. С помощью моделирования получены графики 
распределения износа в начальный период контакта и сделаны выводы о его 
характере. Проиллюстрировано изменение линии зацепления колеса и шестер-
ни в ходе приработки элементов зубчатого зацепления. Проанализированы ус-
ловия возникновения и развития ошибки положения. Определены причина рос-
та циклической погрешности и следствие неравномерного изнашивания. При-
ведены графики перераспределения износа в зонах двухпарного зацепления в 
ходе изнашивания, сделаны выводы о его характере, а также о профилях зубьев 
и линии зацепления. Определена причина стабилизации циклической погреш-
ности и приведен график ее изменений. Приведен график изменения мертвого 
хода во время зацепления зубчатых колес. Сделаны выводы о характере и зако-
номерностях изнашивания прямозубых цилиндрических передач.  
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Современное машиностроение в своей основе направлено на повышение эффективно-
сти имеющихся образцов техники, а также создание новых. Это, в свою очередь, требует проек-
тирования и изготовления большого количества опытных образцов и их многочисленных ис-
пытаний. Этот процесс очень трудоемок и дорог. Для уменьшения циклов производства 
опытных образцов и ускорения вывода в массовое производство новых деталей и машин ис-
пользуется моделирование условий эксплуатации и испытаний вновь разрабатываемых об-
разцов [1—16]. 

В работе [1] проанализированы методы моделирования для исследования и изготовле-
ния зубчатых колес. В результате сделан вывод о перспективности и высокой эффективности 
метода математического моделирования зубчатого зацепления с учетом непрерывного изме-
нения формы зубьев вследствие изнашивания, которое приводит к изменению условий зацеп-
ления.  

В работе [2] сделан вывод о высокой эффективности, точности результатов и быстро-
действии метода моделирования, учитывающего непрерывное изменение формы зубьев. Ре-
зультаты практического применения метода и его сравнения с натурными испытаниями [3] 
позволяют сделать вывод, что этот метод пригоден для проектирования и исследования зуб-
чатых колес. 

Закономерности изнашивания зубчатых зацеплений изучались путем математического 
моделирования процесса взаимодействия зубчатых колес для сорока цилиндрических прямо-
зубых эвольвентных передач, параметры которых приведены в таблице. 
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Число зубьев 
шестерни 

Число зубьев  
колеса 

18 18 23 29 36 45 54 63 72 
20 20 26 32 40 50 60 70 80 
22 22 29 35 44 55 66 77 88 
25 25 32 40 50 62 75 88 100 
30 30 39 48 60 75 90 105 120 

Параметры зубчатых колес подобраны так, что получены передаточные отношения 1; 
1,3; 1,6; 2; 3; 3,5; 4,0. Передачи профилировались стандартным исходным контуром; модуль 
m =1 мм и коэффициенты смещения шестерни и колеса соответственно 1x  = 2x  = 0.

В условия моделирования была заложена одинаковая износостойкость материалов ко-
лес. Интенсивность изнашивания зубьев шестерни I1 и колеса I2 определялась по формулам: 

1 1;I KPV  2 2
1

,I K PV
u

 (1)

где K  — коэффициент, характеризующий условия работы передачи и износостойкие свойст-
ва материалов взаимодействующих колес; P  — нагрузка; V  — удельное скольжение; u  — 
передаточное отношение. 

Вследствие практической нацеленности работы в условия моделирования был заложен 
момент полезного сопротивления, при котором суммарное значение нагрузки P  составляло 

2

2

1 ,
M

P H
r   (2)

где 2M  — момент; 2r  — радиус; H  — износ. 

Значения податливости пары зубьев ( S  и 'S ) при входе и выходе из зацепления счита-
лись одинаковыми и назначались таким образом, чтобы деформация под нагрузкой P  со-

ставляла 0,005m , т.е. S = S =0,005 мм/Н.  
Наработка в ходе эксперимента определялась в условных оборотах шестерни n , что по-

зволило упростить использование результатов моделирования и сопоставить их с данными, 
полученными при исследовании аналогичных по геометрическим параметрам передач, но в 
иных условиях зацепления (другие износостойкие свойства материалов и рабочие нагрузки). 

При известных реальных значениях коэффициента K и нагрузки P  для перехода к реаль-

ному масштабу наработки n  можно с некоторыми допущениями (связанными с влиянием воз-
можного различия упругих деформаций зубьев на процесс изнашивания) использовать уравнение: 

'
.

n
n

KP
 (3)

При моделировании профили зубьев задавались 24 точками, а максимально возможное 
изнашивание на каждом шаге принималось равным 10–4 мм. 

При моделировании для ряда фиксированных значений наработки строились графики 
функции ошибки положения 2 1( ),   передаточного отношения 21 1( )i  , нагрузки 1( )P  , а 

также распределения вдоль линии зацепления износов зубьев шестерни 1( )H l , колеса 2( )H l

и зацепления в целом:  

1 2( ) ( ) ( ).H l H l H l   (4)

Определялась также зависимость от наработки передачи в процессе изнашивания: мерт-
вого хода ( ),j n  циклической погрешности ( '),zzorf n  колебаний передаточного отношения 

21( )i n  и коэффициента перекрытия ( )n . Результаты моделирования показали, что процесс 

изнашивания зубчатых зацеплений подчиняется ряду общих закономерностей. 
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В начальный период распределение износа (рис. 1, а) имеет ярко выраженный неравно-
мерный характер, неравномерность износа приводит к существенному изменению формы 
профилей зубьев и линии зацепления (рис. 2, 1 — n = 0,016; 2 — 0,032; 3 — 0,130). 
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Рис. 2 
Возникшая (рис. 3, а) ошибка положения быстро увеличивалась. Отсутствие износа в 

полосе зацепления (рис. 1, б) приводило к тому, что циклическая погрешность zzorf  возрас-

тала так же быстро, как и минимум ошибки положения. Одновременно с ней увеличивалось 
колебание передаточного отношения. Неравномерность изнашивания вызывала перераспре-
деление нагрузки в зонах двухпарного зацепления (рис. 4, 1 — n = 0,0005; 2 — 0,0016; 3 — 
0,0026; 4 — 0,0040). 

2, рад 

n=0,004

n=0,008 

n=0,012 

n=0,016 

Z1= 18 
Z2= 36

–0,004

–0,008

–0,012

n=0,049 

n=0,098

n=0,130

1,2          1,4     1,6    1, рад 

а) б)

2, рад 

1,2         1,4     1,6    1, рад 

–0,008

–0,024

–0,032

Рис. 3 



126 М. Г. Акопян 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2018. Т. 61, № 2

1 
2 
3 
4 

4

3
2 
1

1

Т1 Т2

Z1= 18
Z2= 36

Р/Р 

0,5 

0 
1,2          1,4   1,6      1, рад 

Рис. 4 
При дальнейшем изнашивании указанные процессы стабилизировались. Распределение 

износа приобретало более равномерный характер (рис. 3, б). В передаче реализовалась устой-
чивая форма профилей зубьев и линии зацепления. Увеличение ошибки положения сопрово-
ждалось почти одинаковым изменением ее максимального и минимального значений (рис. 3, б), 
что приводило к стабилизации циклической погрешности и функции передаточного отноше-
ния. Более полное представление о развитии указанных процессов во времени дают графики 

( )j n  и ( ),zzorf n  приведенные на рис. 5. 
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Из полученных результатов видно, что математическая модель наглядно демонстрирует 
такую характерную особенность процесса изнашивания реальных передач, как наличие пе-
риода приработки и устойчивого изнашивания, которому соответствует устойчивая форма 
естественного износа зубьев. Математическая модель процесса изнашивания позволила рас-
считать форму естественного износа для прямозубых цилиндрических передач. 
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Mathematical simulation method accounting for continuous changes in the teeth shape is used for in-

vestigation of regularities of gears wear.  Parameters of all investigated pairs of gears and conditions of their 
joint application are given. Conditions and limitations on possible application of the obtained results are ana-
lyzed, basic relations used for calculating the linkage parameters are presented. The data of modelling are 
used to draw graphs of the distribution of wear during the initial period of contact and make several conclu-
sions about the wear nature. The change in the line of engagement of the wheel and gear during the run-
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ning-in of the gearing elements is demostrated. The conditions of occurrence and development of the posi-
tion error are analyzed. The cause of the growth of the cyclic error and the consequence of uneven wear are 
determined. The graphs of redistribution of wear in the areas of double-pair gearing during wear are pre-
sented, conclusions are drawn about its nature, as well as the tooth profiles and the engagement line. The 
cause of stabilization of a cyclic error is determined and the schedule of its changes is given. A graph is 
given of the variation of the dead stroke during the meshing of the gears. Conclusions about the nature and 
regularities of wear of spur gears are formulated.  

Keywords: gear tops, cogwheel wear, evolution model of wearing, dependences of wearing, dead 
run 
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