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Исследованы алгоритмы оптимизации траекторий манипулятора с избыточным 
числом степеней свободы. Целью оптимизации является повышение энергоэф-
фективности движения. Траектории параметризуются сплайн-функциями по за-
данным точкам, а поиск оптимальных параметров выполняется на основе мето-
да градиентного спуска с дроблением шага, что позволяет найти глобальный 
экстремум. Выбираемая целевая функция одновременно должна учитывать 
влияние электрических компонентов системы и обеспечивать минимизацию от-
клонений от заданной траектории в декартовом пространстве. Представлены 
результаты имитационного моделирования в среде MatLab на примере оптими-
зации траекторий мобильного манипулятора Kuka youBot.  
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Введение. Избыточные манипуляторы имеют больше степеней свободы, чем необходи-
мо для выполнения задачи. Это позволяет повышать качественные показатели движения либо 
его энергоэффективность. В работе [1] для сбережения энергии используются энергоэффек-
тивные моторы. Однако недостаток такого метода очевиден — необходимо изменять конст-
рукцию робота. Чаще всего энергоэффективность избыточных манипуляторов повышается за 
счет траекторного управления [2—11]. Методы управления роботом с кинематической избы-
точностью представлены в [2]. В частности, рассмотрены методы „виртуального звена“ для 
избавления от избыточных степеней свободы и метод, при котором избыточные степени сво-
боды используются для удовлетворения специфическим требованиям. В работе [5] представ-
лен метод оптимального планирования траектории с использованием параметрической функ-
ции пути, при этом подбор оптимальных коэффициентов позволяет минимизировать энер-
гию. Однако недостаток метода заключается в малой экономии энергии, а также в сложной 
адаптации алгоритма к препятствиям. 

В настоящей работе для решения обратной задачи кинематики используется метод вы-
числения псевдообратной матрицы от якобиана системы. Преимуществом метода является то, 
что его можно использовать как для избыточных, так и неизбыточных манипуляторов.  

Постановка задачи. Уравнение движения манипулятора записывается следующим об-
разом [12]: 

( ) ( , ) ( ),M q q C q q q N q       (1)
где ( ), ( ), ( )q t q t q t   — обобщенные координаты, скорость и ускорение манипулятора соответ-

ственно, а крутящий момент  манипуляторов с числом звеньев n определяется матрицей 
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инерции n nM R  , кориолисовой матрицей n nC R  и вектором внешних сил nN R , вклю-
чающим силы гравитации. 

В работе необходимо:  
— при заданных начальных и конечных координатах позиции рабочего органа манипу-

лятора найти такие ( ), ( ), ( )q t q t q t  , что 

0

( , , , ) min
ft

t

F t q q q dt    , 

где F — целевая функция, эквивалентная потребляемой электрическими компонентами ма-
нипулятора энергии; 

— синтезировать закон управления, обеспечивающий решение задачи слежения по за-
данной траектории: 

( ) ( ) 2 , 0,1 ( ) 0,5 рад/с,i i i
dq t q t q t    

где i
dq  и iq  — желаемая и реальная траектории i-го звена манипулятора. 

Решение обратной задачи кинематики для избыточного манипулятора. Обратная 
задача кинематики в общем случае может быть сформулирована следующим образом: необ-
ходимо вычислить обобщенные координаты, обеспечивающие заданное положение рабочего 
органа манипулятора в пространстве 

( , , , , , ), 6, ,lq g x y z m m n      (2)

где , 1,lq l n  — обобщенные координаты, а ( , , , , , )x y z     — положение и ориентация рабо-

чего органа в системе координат основания. 
Для поиска обобщенных координат q(t) при заданном радиус-векторе положения мани-

пулятора  

( ) [ , , , , , ]Tdr t x y z    (3)

следует решить задачу [2] при условии: 
1

( ) ( ) min,
2

Tq t Mq t   (4)

( ( )) ( ) ( ),dJ q t q t r t  (5)

где ( ( ))J q t  — якобиан манипулятора.  
Для нахождения обратного оператора используется операция псевдообращения: 

1 1 1( ) ,T T
dq W J JW J r    (6)

где W>0 — симметричная весовая матрица. 
Планирование траекторий на основе вариационного подхода. В общем виде предлагае-

мый алгоритм планирования траекторий может быть сформулирован следующим образом [1]: 

0

{ ( )} min ( , , , ) .
ft

t

E q t F t q q q dt    (7)

Введем граничные условия: 

0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0.f fq t q t q t q t       (8)

Для параметризации траектории обобщенных координат используем функцию времени 
B-сплайна 3-го порядка [13]. 

Подынтегральное выражение (7) может быть разделено на две функции: 
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0

{ ( )} min { ( , ) ( , , , )} ,
ft

t

E q t f q t g t q q q dt    (9)

где ( , )f q t  и ( , , , )g t q q q   — показатели эффективности. 
Функция ( , )f q t  называется главным показателем эффективности, она определяет от-

клонение рабочего органа манипулятора от желаемой траектории: 

( , ) [ ( ) ( , )] [ ( , )],T
d df q t x t x q t x x q t   (10)

где ( )dx t  и ( , )x q t  — желаемое и реальное положение рабочего органа манипулятора. 

Функция ( , , , )g t q q q   является дополнительным показателем эффективности. В предло-
женной постановке задачи в качестве этого показателя выбирается полная электрическая 
энергия, затрачиваемая на движение робота: 

( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),T T Tg t q q q q D q q q E q q q F q q H q q K q q L q               (11)
1

1 1

1 1

1

1 1
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где 1 2diag( , , , )a a a amR R R R   — матрица сопротивлений звена, tK  и eK  — матрицы постоян-

ных крутящего момента и ЭДС. 
Для поиска траекторий, минимизирующих значение целевой функции (9), используется 

метод градиентного спуска, который может быть сформулирован как: 

ˆ1ˆ ˆ | ,
tii l il q q

E
q q k

q 


 


(12)

где ( )q̂   — контрольные точки B-сплайна. 

Подробнее опишем принцип выбора вектора 0k  . Для нахождения глобального мини-
мума целевой функции выберем метод дробления вектора k. При этом способе решения зада-
чи градиентного спуска на каждой итерации величина kl  выбирается из условия: 

2'
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,l l i l l l lF q F q k F q F q k F q      (13)

где (0,1)  — некоторая заранее выбранная константа, 
( )

( ) .l
l

l

F q
F q

q

 


Алгоритм нахождения kl можно описать следующим образом. 
1. Выбирается число (0,1)  и задается некоторое начальное k0.
2. Для каждого l инициализируются kl=k0.
3. Если с таким шагом условие (13) выполняется, то l=l+1, если (13) не выполняется, то

вычисляется 1l lk k   . 

Алгоритм повторяется до тех пор, пока условие (13) не будет выполняться (в [10] дока-
зано, что этот метод линейно сходится). На выходе предложенного алгоритма оптимальные 
углы, скорости и ускорения звеньев получаются как функции времени. 
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Система управления манипулятором. Одним из наиболее распространенных законов 
управления движением манипуляторов является ПД+ регулятор [1—4, 7—9, 14, 15]. Запишем 
закон управления, полученный на основе данного подхода: 

| ( )( ) ( , ) ( ),d v p dM q q K e K e C q q q N q         (14)

где dq  — желаемые позиции звеньев, de q q   — ошибка позиционирования звеньев, Kp  и 

Kv — матрицы коэффициентов пропорционального и дифференциального усиления обратной 
связи соответственно.  

При выборе закона ускорения (14) с учетом М>0 динамическая ошибка позициониро-
вания составит:  

0.v pe K e K e    (15)

Поскольку модель (15) линейна, для расчета регуляторов может быть использован ме-
тод характеристических полиномов. Матрицы положительных коэффициентов Kp  и Kv  в ре-
гуляторе (14) выбираются таким образом, чтобы обеспечить устойчивость замкнутой систе-
мы, а также и соответствующие показатели качества. Если матрицы Kp  и Kv  диагональные, то 
можно разделить систему и настраивать коэффициенты усиления независимо для каждого 
звена.  

Результаты моделирования. Апробация предложенного алгоритма оптимизации про-
ведена на манипуляторе Kuka youBot, который имеет пять звеньев. Была поставлена задача 
позиционирования схвата робота в декартовом пространстве по координатам [ , , , ],x y z   
где , ,x y z  определяют позицию схвата манипулятора в трехмерном пространстве, а φ — угол 
поворота относительно оси z  (см. рис. 1). Поскольку по двум угловым координатам разре-
шается свободное перемещение схвата, кинематика манипулятора становится избыточной. 

Y 

Y
X

X 
Рис. 1 

Применим предложенный алгоритм оптимизации траекторий с параметрами ε=0,1; 
∆=0,9; k0=0,1 и законом управления (14). Начальные координаты схвата x0=0; y0=0,0330; 
z0=0,6552 м соответствуют конфигурации манипулятора, при которой все звенья направлены 
строго вверх. Было проведено два эксперимента, в среде моделирования были заданы конеч-
ные координаты: 

1) xf=0,3, yf=0,25, zf=0 м;
2) xf=0,25, yf=0,4, zf=0,25 м.
Графики зависимости скорости и положения звеньев манипулятора приведены на рис. 2, 

координат схвата манипулятора — на рис. 3 (1 — оптимальная траектория, 2 — неоптимальная). 
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В таблице приведены значения энергии, затраченной при движении по оптимальной Eо и не-
оптимальной Eн траектории, δ — процент сэкономленной энергии. 

На рис. 2, а представлена зависимость угла поворота 2-го звена от времени, экспери-
мент 1 (1 — реальные позиции угла, 2 — расчетные позиции угла). На рис. 2, б представлена 
зависимость угла поворота 2-го звена от времени, эксперимент 1 (1 — неоптимальная ско-
рость, 2 — оптимальная скорость). 
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Рис. 2 

1

2

z, м 

y, м x, м

0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
0,1 
0 

–0,1 
0,3 

0,2
0,1

0 
0,1

0,2
0,3 

 
Рис. 3 

Эксперимент Eо, Дж Eн, Дж δ, % 
1 131,5 152,3 14,6 
2 158,06 179 11,7 

Заключение. В работе предложен способ решения задачи планирования траектории 
движения избыточных манипуляторов в трехмерном пространстве, когда в качестве целевой 
функции, подлежащей минимизации, выбрана полная энергия, затрачиваемая на движение, 
коэффициенты ПД+ регулятора которого рассчитывались на основе метода характеристиче-
ских полиномов. 

Для апробации предложенных алгоритмов было проведено имитационное моделирование 
на примере траекторного управления манипулятором Kuka youBot. По результатам эксперимен-
тов можно заключить, что энергетическая выгода от оптимизации траекторий в среднем соста-
вила 13,14 %, а отклонения в каждом звене от желаемой траектории не превышали 2º. 

Предложенный подход является универсальным для избыточных манипуляторов и мо-
жет быть эффективно внедрен в промышленность.  
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ENERGY-EFFICIENT TRAJECTORY CONTROL OVER MANIPULATORS WITH REDUNDANT NUMBER 
OF DEGREES OF FREEDOM 
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ITMO University, 197101, St. Petersburg, Russia  
E-mail: s.kolyubin@corp.ifmo.ru 

 
The algorithms for optimizing the manipulator trajectories with an excessive number of degrees of 

freedom are investigated. The goal of optimization is to improve the energy efficiency of traffic. Trajectories 
are parameterized by spline functions passing through given points, and the search for optimal parameters is 
performed with the use of the gradient descent method with step division, which allows finding the global ex-
tremum. The chosen objective function simultaneously accounts for the influence of the electrical compo-
nents of the system and ensures minimization of deviations from a given trajectory in the Cartesian space. 
The results of simulation modeling in the MatLab environment are presented for the example of optimizing 
the trajectories of the mobile manipulator Kuka youBot. 
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