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Рассмотрена методика синтеза комплексных дискретных режекторных и селек-
тивных фильтров на основе дифференциальных уравнений непрерывных 
фильтров-аналогов с использованием разностных уравнений. Для получения 
разностных уравнений, описывающих работу синтезируемых комплексных 
дискретных фильтров, производные комплексных дифференциальных уравне-
ний заменяются аналогами в виде комплексных разностных уравнений. При 
правильном выборе периода дискретности частотные свойства синтезирован-
ных фильтров практически совпадают с частотными свойствами соответст-
вующих непрерывных фильтров. Приведены примеры проектирования ком-
плексных дискретных режекторных и селективных фильтров методом инвариант-
ных дифференциальных уравнений.  
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В настоящее время в связи с интенсивным развитием вычислительной техники и появ-
лением высокоэффективных цифровых устройств, таких как микропроцессоры, микрокон-
троллеры, сигнальные процессоры, наибольшее распространение получили цифровые методы 
обработки видеосигналов. Для повышения качества обработки сигналов, подавления помех и 
шумов широко используются разнообразные действительные и комплексные фильтры ниж-
них и верхних частот, полосовые и режекторные фильтры. Применение комплексных фильт-
ров позволяет сравнительно легко адаптировать их параметры к параметрам обрабатываемых 
сигналов. При этом в каждом конкретном случае к временным и частотным свойствам фильт-
ров в зависимости от решаемых задач предъявляются специфические требования.  

Вопросы построения действительных и комплексных дискретных фильтров с заданны-
ми временными и частотными характеристиками достаточно хорошо исследованы [1—3]. 
Для синтеза дискретных фильтров по их непрерывным аналогам используются как частот-
ные, так и временные методы [4]. В основе частотных методов лежит применение билиней-
ного z-преобразования, позволяющего по заданной частотной передаточной функции непре-
рывного фильтра разработать дискретный фильтр, частотные свойства которого практически 
совпадают с частотными свойствами непрерывного фильтра-аналога. 

В случае синтеза комплексных дискретных фильтров во временной области использует-
ся либо метод инвариантной импульсной характеристики, либо метод инвариантной пере-
ходной характеристики [5, 6]. Оба метода основаны на применении для создания комплекс-
ных дискретных фильтров отсчетов импульсной или переходной характеристик непрерывного 
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фильтра-аналога. Вместе с тем возможен метод синтеза как действительных, так комплекс-
ных дискретных фильтров на основе дифференциальных уравнений, описывающих работу 
непрерывных фильтров. В литературе этому методу практически не уделено должного вни-
мания. Однако использование дифференциальных уравнений позволяет сравнительно легко 
получать алгоритмы работы фильтров нижних и верхних частот, полосовых и режекторных 
фильтров. 

Цель настоящей работы заключается в создании методики синтеза комплексных дис-
кретных фильтров с использованием дифференциальных уравнений непрерывных комплекс-
ных фильтров-аналогов. 

В самом общем виде комплексная линейная система (комплексный фильтр) порядка n 
описывается следующим комплексным линейным дифференциальным уравнением [7]: 
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вых вых 0( ) ( ) exp( ω )z t z t j t  — комплексный выходной сигнал фильтра,

* *
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настройки фильтра ω0; zвых (t) — модуль комплексного выходного сигнала; ai, bi — весовые 
коэффициенты. 

Производные в соотношении (1) можно представить в виде 
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В дальнейшем будем считать, что за время T не происходит заметных изменений ни 

функций *
вх ( )z t , *

вых ( )z t , ни их производных.

Тогда соотношения (2) можно заменить приближенными разностными уравнениями  
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В таблице представлены значения весовых коэффициентов ci разностных уравнений, 
соответствующих производным различных порядков. 

Весовые коэффициенты 
n c0 c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7 c8 c9 
1 1 –1         
2 1 –2 1        
3 1 –3 3 –1       
4 1 –4 6 –4 1      
5 1 –5 10 –10 5 –1     
6 1 –6 15 –20 15 –6 1    
7 1 –7 21 –35 35 –21 7 –1   
8 1 –8 28 –56 70 –56 28 –8 1  
9 1 –9 36 –84 126 –126 84 –36 9 –1 

С учетом соотношений (3) дифференциальное уравнение линейной системы (1) записы-
вается в виде конечных разностей 
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В выражении (4) весовые коэффициенты ci соответствуют n-й производной; pi — (n–1)-й про-
изводной; ki — m-й производной; di — (m–1)-й производной и т.д. 

Из соотношения (4) находим выходной сигнал фильтра  
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При дискретном представлении входного и выходного сигналов фильтра, когда t=iT, 
работа дискретного фильтра на основании (5) определяется выражением 
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Это соотношение определяет алгоритм работы дискретного фильтра порядка n. Рас-
смотрим ряд конкретных примеров. 

Комплексный селективный фильтр третьего порядка. Частотная передаточная функ-
ция непрерывного фильтра и его дифференциальное уравнение имеют вид [7]: 
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где  — постоянная времени фильтра. 
После замены в дифференциальном уравнении третьей производной ее разностным эк-

вивалентом (третья строчка в таблице) получим следующее разностное уравнение селектив-
ного фильтра третьего порядка: 
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где a=(τ/T)3. 
Выражение (7) позволяет записать амплитудно-частотную характеристику (АЧХ) рас-

сматриваемого фильтра в виде 
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Результаты расчета АЧХ рассматриваемого комплексного селективного дискретного 
фильтра для случая a=(τ/T)3=103, f0 =ω0/2π = –10 Гц приведены на рисунке (кривая 1). Отме-
тим, что при частоте настройки фильтра f0=0 селективный фильтр становится фильтром ниж-
них частот. 
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Режекторный фильтр третьего порядка. В этом случае частотная передаточная функ-
ция и дифференциальное уравнение описываются соотношениями [7]: 
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Применив представленную ранее методику, получим для комплексного дискретного 
режекторного фильтра разностное уравнение вида 
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Тогда АЧХ рассматриваемого комплексного фильтра запишется следующим образом: 
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На рисунке для a=(τ/T)3=103 , f0 =ω0/2π = 20 Гц приведена АЧХ комплексного дискрет-
ного режекторного фильтра (кривая 2). При частоте настройки фильтра f0 =0 режекторный 
фильтр становится фильтром верхних частот.  

Рассмотренная методика позволяет синтезировать комплексные дискретные фильтры 
нижних и верхних частот, селективные и режекторные фильтры на основе известных ком-
плексных дифференциальных уравнений непрерывных фильтров-аналогов с использованием 
разностных уравнений. Частотные свойства синтезированных комплексных дискретных 
фильтров при правильном выборе периода дискретности практически совпадают с частотны-
ми свойствами соответствующих непрерывных фильтров. Комплексные фильтры позволяют 
легко изменять их частоту настройки. При этом форма АЧХ фильтров остается прежней. 
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A technique for synthesis of various complex discrete linear systems on the base of differential equa-
tions for continuous analog filters is considered. The systems include low and high frequency filters, vibra-
tional links, rejection and selective filters.  To derive the difference equations describing the operation of syn-
thesized linear systems, the derivatives of differential equations are replaced by their analogs in the form of 
complex difference equations. With the correct choice of discretization period, the frequency properties of 
synthesized discrete filters coincide practically with the frequency properties of the respective continuous fil-
ters. Specific examples of design of complex discrete filters of low and high frequencies using the method of 
invariant selective differential equations are presented. 
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