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Исследуются вопросы корректности марковских моделей с дискретными со-
стояниями и непрерывным временем, характеризуемые независимостью вход-
ных случайных событий. Обосновано, что корректной является счетная модель 
при реализации ею сформулированных в работе требований. Изложены требо-
вания и обоснованы подходы к преобразованию счетной модели в корректные 
конечные модели с потерями и без потерь.  
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Введение. На сегодняшний день математический аппарат теории марковских процес-
сов, в частности исследуемые в статье марковские модели с дискретными состояниями и не-
прерывным временем [1], широко применяется на практике в различных областях математи-
ческого моделирования дискретных систем — в теории массового обслуживания [2], теории 
надежности [3], теории защиты информации [4] и т.д. В разрабатываемых в данных прило-
жениях марковских моделях много общего: поступление в систему входного потока случайных 
событий — заявок на обслуживание; наличие обслуживающего прибора, который в различ-
ных приложениях в общем случае имеет различный физический смысл; наличие ограничен-
ной  емкости накопителя заявок на обслуживание и т.д. При этом состояния моделируемой 
системы, что естественно, в разных приложениях имеют различную интерпретацию. Ограни-
чением возможности моделирования является обязательное отсутствие в моделируемой сис-
теме последействия.  

В настоящей статье исследуются вопросы корректности марковских моделей с дискрет-
ными состояниями и непрерывным временем с потерями и без потерь входных случайных 
событий.  

Построение корректных марковских моделей без потерь. Случайный процесс, про-
текающий в системе S, называется марковским (или „процессом без последействия“) —  
цепью Маркова, если он обладает следующим свойством: для каждого момента времени 0t  

вероятность любого состояния системы в будущем (при t> 0t ) зависит только от ее состояния 

в настоящем (при t = 0t ) и не зависит от того, когда и каким образом система пришла в это 

состояние (т. е. как развивался процесс в прошлом).  
Случайный процесс называется процессом с дискретными состояниями (дискретная 

цепь Маркова), если возможные состояния системы S1, S2, S3, ... можно перечислить (перену-
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меровать) одно за другим, а сам процесс состоит в том, что время от времени система S скач-
ком (мгновенно) переходит из одного состояния в другое. Если число состояний конечно, то 
говорят о дискретной цепи Маркова с конечным числом состояний, т.е. о конечной цепи;  
если число состояний бесконечно и их можно пронумеровать одно за другим, то речь идет о 
счетной цепи Маркова. Если переходы системы из состояния в состояние происходят в слу-
чайные моменты времени, имеет место процесс с непрерывным временем. 

В исследуемых марковских моделях  рассматривается процесс с дискретными состоя-
ниями S1, S2,…, Sт, каждое из которых характеризуется стационарной вероятностью (устано-
вившийся режим) пребывания системы в соответствующем состоянии Рi(t) на любой момент 
времени ti, i=1,…,n, которая интерпретируется как доля времени  пребывания системы в этом 
состоянии [1]. 

Для задания входного потока случайных событий (заявок на обслуживание) в подобных 
моделях используется простейший (или стационарный пуассоновкий) поток, характеризуе-
мый тремя свойствами — отсутствие последействия, стационарность, ординарность. 

Рассмотрим вначале пример марковской модели с дискретными состояниями и непре-
рывным временем (рис. 1).  
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Рис. 1  

Данная модель характеризуется наличием двух типов заявок на обслуживание, посту-
пающих в систему с соответствующими интенсивностями 1  и 2 , и двумя обслуживающи-

ми приборами, каждый из которых с соответствующей интенсивностью 1  и 2  обслуживает 

заявки одного типа (приборы могут обслуживать и заявки различных типов, но в данном слу-
чае это излишне, поскольку очередь заявок на обслуживание в этой модели не создается). Со-
стоянием 00S  в приведенной на рис. 1 модели характеризуется отсутствие обоих типов заявок 

на обслуживание, состоянием 10S  — присутствие заявки первого типа (заявка обслуживается 

первым прибором), состоянием 01S  — присутствие в системе заявки второго типа (заявка об-

служивается первым прибором), состоянием 11S  — присутствие в системе заявок обоих ти-

пов — обе обслуживаются соответствующими приборами. 
Замечание. Подобные модели широко используются в теории надежности, характери-

зуемой следующей особенностью объекта моделирования — не может отказать уже отказав-
ший элемент (компонент или устройство). 

Рассмотрим для этой модели корректность разрежения входных потоков случайных со-
бытий [4]. Поскольку переходы между состояниями осуществляются мгновенно, заявка на 
обслуживание может поступить в систему только во время пребывания ее в одном из состоя-
ний. Так, анализ модели (см. рис. 1) показывает, что первый входной поток случайных собы-
тий поступает в систему только при условии ее пребывания в состояниях 00S  и 01,S  а второй 

поток — при условии пребывания системы в состояниях 00S  и 10S . Из этого следует, что  
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данная модель не корректна, так как подаваемый на ее вход поток случайных событий не ста-
ционарный, а хорошо известный из теории телетрафика [5], альтернирующий. 

Альтернирующий поток характеризуется тем, что его интенсивность — это кусочно-
постоянный стационарный случайный процесс λ(t) с двумя состояниями λ1 = λ и λ2 = 0, пере-
ходы между которыми осуществляются с соответствующими интенсивностями i  (рис. 2).  

Замечание. В рассматриваемом случае переходы процесса между состояниями также 
осуществляются под воздействием  пуассоновских потоков с интенсивностями i . 

В течение временного интервала, когда процесс λ(t) находится в первом состоянии, по-
ток событий представляет собой пуассоновский поток с интенсивностью λ. Во втором со-
стоянии процесса поток событий отсутствует (см. рис. 2). 

Моменты перехода процесса из состояния в состояние не связаны с моментами наступ-
ления событий в соответствующем пуассоновском потоке λ1 = λ, поэтому, во-первых, поток 
называется асинхронным потоком событий и, во-вторых, так как λ2 = 0, — альтернирующим. 
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Рис. 2  

Вывод: представленная на рис. 1 конечная марковская модель без потерь не корректна, 
поскольку на ее вход подается нестационарный входной поток случайных событий. 

Рассмотрим, каким образом построить корректную модель и каковы требования к ее по-
строению. 

Несложно показать, что корректная марковская модель без потерь — это счетная мо-
дель, в которой корректно разрежаются потоки входных случайных событий (переход под их 
воздействием будет из каждого возможного состояния в последующее, как следствие, вход-
ной поток случайных событий будет стационарным). 

Возможность преобразования счетной марковской модели системы без потерь в кор-
ректную конечную модель проиллюстрируем применительно к модели, приведенной на рис. 1. 

Предложенный  подход к преобразованию моделей без потерь представлен на рис. 3 — 
на модели с одним потоком входных случайных событий и одним обслуживающим прибо-
ром. 
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Рис. 3  

Преобразование счетной модели в конечную состоит в том, что состояния 1 2 3, , S S S  и 

т.д. (рис. 3, а), объединяются в одно состояние 1S  (рис. 3, б); в результате соответствующих 

преобразований (с учетом вероятностного разрежения входного потока случайных событий — 
рис. 3, в) получаем модель, приведенную на рис. 3, г. Объединенное состояние 1 S  будет иметь 

уже совсем иной физический смысл — состояние присутствия и обслуживания в системе, по 
крайней мере, одной заявки на обслуживание, при этом очевидно, что интенсивность перехода 
из этого состояния будет меньше, чем ,  поскольку в этом состоянии могут одновременно 
обслуживаться несколько заявок, что учтено в модели (см. рис. 3, г). 
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Замечание. Модель вероятностного разрежения входных потоков случайных событий 
[4] (см., например, рис. 3, в) отличается тем, что соответствующие дуги „взвешиваются“ не 
интенсивностями возникновения случайных событий, а интенсивностями переходов между 
состояниями системы с учетом того, что стационарная вероятность состояния в данном 
случае интепретируется как доля времени пребывания системы в этом состоянии.  

Для обоснования корректности преобразования, представленного на рис. 3, построим 
дифференциальное уравнение для рассматриваемого случая — с объединением состояний, по 
аналогии с построением соответствующего дифференциального уравнения Колмогорова [1].  

Исходное положение при построении дифференциального уравнения Колмогорова сле-
дующее — система может находиться в состоянии 1S  в двух случаях: 

— в момент t система была в состоянии 0S , а за время t перешла из него в состояние 1;S  

— в момент t система  находилась в состоянии 1S  и за время t не вышла из этого со-

стояния. 
Вероятность первого случая определяется как произведение вероятности  0P t  того, 

что в момент t система была в состоянии 0 ,S  на условную вероятность того, что за время t 

система перейдет в состояние 1, S определяемую как .t  Вероятность второго случая нахо-

дится как произведение вероятности  1P t  того, что в момент t система была в состоянии 1,S  

на условную вероятность того, что за время t система не покинет этого состояния, которая 
определяется как  1 .t   

Применительно к модели с объединенными состояниями (см. рис. 3, б) интерпретация 
второго случая нахождения системы в состоянии 1S  иная: это обусловливается тем, что сис-

тема будет находиться в состоянии 1S  до тех пор, пока в ней обслуживаются все одновремен-

но присутствующие в системе заявки, так как для данной модели предполагается, что при на-
хождении системы в состоянии 1S  могут поступать и накапливаться заявки на обслуживание, 

при этом переход в состояние 0S  будет осуществлен только после того, как все они будут об-

служены. 
Таким образом, второй случай нахождения системы в состоянии 1S  для рассматривае-

мых моделей должен быть уточнен следующим образом: 
— в момент t система  находилась в состоянии 1,S  и за время t, в течение которого бу-

дут обслуживаться поступающие заявки, система не вышла из состояния 1S . 

Соответственно изменяется при этом и принцип определения вероятности для второго 
случая — вероятность определяется как произведение вероятности  1P t  того, что в момент t 

система была в состоянии 1,S  на условную вероятность того, что за время t система не по-

кинет этого состояния, которая определяется как  *1 ,t   где *   это интенсивность об-

служивания всех заявок во время нахождения системы в состоянии 1.S  

С учетом изложенного для данной модели можем записать: 

   1 0P t t P t t    +    *
1 1P t t  . 

Определим условную вероятность того, что за время t система не покинет этого со-

стояния:  *1 .t   
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Условная вероятность * t   того, что система покинет это состояние, с учетом того, что 

входной поток случайных событий поступает в систему при ее нахождении и в состоянии 0,S  

и в состоянии 1, S может быть определена из следующих соображений. Вероятность 

  *
1P t t   того, что система перейдет из состояния 1,S  определяется вероятностью того, что в 

системе будут обслужены все заявки, первая из которых переводит систему из состояния 0S   

в состояние 1S  с вероятностью  0 ,P t t  последующие заявки поступают во время нахожде-

ния системы в состоянии 1S  с вероятностью  1 .P t t  Тогда можно записать: 

      *
1 0 1P t t P t P t t     

или 

    
 

 
 

0 1 0*

1 1

  .
P t P t t P t

t t t
P t P t

 
        

Необходимо получить соответствующее дифференциальное уравнение для конечной 
модели без потерь, т.е. преобразованной соответствующим способом исходной счетной мо-
дели, для которой уравнение Колмогорова имеет вид 

     1
0 1

dP t
P t P t

dt
   µ, 

т.е. в предположении о том, что 
 1 0

dP t

dt
  (начальные условия t = 0, 0 1,P   1 0) :P   

µ = 
 
 

0

1

P t

P t
  или µt = 

 
 

0

1

P t
t

P t
 . 

Тогда получаем 
* t    µ t t  , 

соответственно искомая условная вероятность 

 *1 (1t     µ ) .t   

Таким образом, для корректной модели можем записать: 

   1 0P t t P t t    +    1 1  P t t  . 

Соответственно, опуская промежуточные выкладки, получаем искомое дифференциаль-
ное уравнение корректной конечной модели без потерь 

1
0 1(

dP
P P

dt
   µ – )  

и соответствующее линейное алгебраическое уравнение для стационарного режима 

1 0
dP

dt
  
 

: 

0 1(P P  µ – ) . 

Данный результат отражен в модели, приведенной на рис. 3, г. 
Используя рассмотренный подход к преобразованию моделей, получаем  из некоррект-

ной конечной модели, приведенной на рис. 1, корректную модель, представленную на рис. 4. 
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Рис. 4  

Как было отмечено, в результате проведенного преобразования — объединения состоя-
ний — в модели меняется их физический смысл. Состоянием 10S  в модели, приведенной на 

рис. 4, характеризуется присутствие и обслуживание в системе, по крайней мере, одной заяв-
ки первого типа, состоянием 01S  — присутствие и обслуживание в системе, по крайней мере, 

одной заявки второго типа, состоянием 11S  — присутствие и обслуживание в системе, по 

крайней мере, по одной заявке обоих типов. 
Замечание. Естественно, что при построении конечной корректной модели, посредст-

вом объединения состояний,  необходимо учитывать число обслуживающих приборов в сис-
теме, что проиллюстрировано на рис. 5, где а — модель вероятностного разрежения потоков, 
б — корректная конечная модель. 
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Рис. 5 

Построение корректных марковских моделей с потерями. Система с потерями (с от-
казами) априори конечна вследствие моделирования системы с ограниченными ресурсами. 
Она характеризуется тем, что поступающая заявка на обслуживание, при отсутствии возмож-
ности сохранения ее в накопителе (ограничена очередь обслуживаемых заявок), теряется. 
Рассмотрим, как корректно построить подобную модель с потерями. 

Например, в работе [2] показано, что заявки на обслуживание, которые не могут быть 
сохранены в очереди, должны отбрасываться посредством простого исключения соответст-
вующих состояний из счетной (априори корректной) марковской модели. Реализуя данный 
подход к моделированию, на основе представленной на рис. 3, а модели, в предположении, 
что очередь заявок на обслуживание в системе отсутствует (может обрабатываться только од-
на заявка, остальные поступающие в это время заявки на обслуживание теряются, один об-
служивающий прибор), получаем модель, приведенную на рис. 6. 

 
S0 S1 

 

  
Рис. 6  

Однако, как показано ранее, модель с потерями — это некорректная модель без потерь, на 
вход которой подается альтернирующий поток входных случайных событий. В подобной модели 
отсутствуют потери заявок на обслуживание, они просто не подаются на вход модели во время 
нахождения ее в состоянии 1.S  Как следствие, вероятностное разрежение входного потока вход-

ных случайных событий для такой модели не корректно и определяется следующим условием: 
λ = 0λP . 

Вывод: представленная на рис. 6 конечная марковская модель с потерями не корректна, 
поскольку на ее вход подается нестационарный входной поток случайных событий. 
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Если обратиться к модели, приведенной на рис. 6, то потерянные заявки на обслужива-
ние можно определить как заявки, не выводящие систему из состояния 0S , так как они по-

ступают в систему во время ее нахождения в состоянии 1S  (в результате чего теряются). Это 

позволяет утверждать, что интенсивность перехода из этого состояния будет меньше, чем ,  
поскольку будет потерян ряд заявок, под воздействием которых данный переход не 
осуществляется. 

Предложенный  подход к преобразованию моделей с потерями проиллюстрирован на 
рис. 7 — на модели с одним потоком входных случайных событий и одним обслуживающим 
прибором (здесь а — исходная преобразованная модель, б — корректная конечная модель с 
потерями). 

 

S0 S1 

 

 
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Рис. 7 

После исключения из счетной модели, приведенной на рис. 3, а, соответствующих со-
стояний получаем модель, представленную на рис. 7, а. При этом при нахождении системы в 
состоянии 1S  в систему продолжают поступать заявки на обслуживание, которые в данном 

случае теряются, образуя поток потерь, имеющий интенсивность 1λP , что учтено в модели, 

приведенной на рис. 7, б. 
Для обоснования корректности преобразования, представленного на рис. 7, построим 

соответствующие дифференциальные уравнения. 
Напомним, что  при построении уравнения Колмогорова рассматривались два случая 

нахождения системы в состоянии 1S . Применительно же к данным моделям первый случай 

нахождения системы в состоянии 1S  имеет совсем иную интерпретацию. 

Первый случай нахождения системы в состоянии 1S  при построении уравнений должен 

быть уточнен следующим образом: 
— в момент t система была в состоянии 0 ,S  а за время t перешла из него в состояние 

1S  под воздействием входного потока случайных событий, не образующих потока потерь, т.е. 

только тех событий, которые поступают в систему во время ее нахождения в состоянии 0.S  

Вероятность первого случая определяется как произведение вероятности  0P t  того, 

что в момент t система была в состоянии 0 ,S  на условную вероятность того, что за время t 

система перейдет в состояние 1, S определяемую в данном случае долей входного потока слу-

чайных событий (вероятностно разреженным потоком), переводящих систему из состояния 

0S  в состояние 1,S  так как часть входного потока случайных событий, поступающих в сис-

тему во время нахождения ее в состоянии 1S , теряется, образуя поток потерь. Если обозна-

чить интенсивность потока событий, поступающих в систему во время ее нахождения в со-

стоянии 0S  (доли входного потока, не образующего потока потерь), как *,  то вероятность 

первого случая определяется следующим образом:   *
0 .P t t   Определим интенсивность *.   

Исходя из того, что из потока 0P   случайных событий, поступающих в систему во вре-

мя ее нахождения в состоянии 0 ,S  требуется исключить поток 1P  случайных событий, по-

ступающих в систему во время ее нахождения в состоянии 1,S  после чего в системе останется 
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только поток событий, поступающих во время ее нахождения в состоянии 0 ,S  т.е. вероятно-

стно разреженный поток случайных событий, интенсивность которого *,  определяемый как 

0P  * , можем записать: 

0P  *
0 1 ,P P      

откуда 
*    1 01 / λP P  

и соответственно 
* t       1 01 / λP t P t t  . 

С учетом изложенного ранее для этой модели имеем 

        1 0 1 01 / λP t t P t P t P t t    +   1 1P t t  . 

Раскрываем скобки в правой части равенства, переносим  1P t  в левую часть и делим 

обе части равенства на t, тогда получим 

            1 1
0 1 0 11 / λ

P t t P t
P t P t P t t P t

t

  
   


µ, 

откуда соответствующим образом получаем искомое дифференциальное уравнение: 

 1
0 1 1λ

dP
P P P

dt
   µ. 

Замечание. Естественно исходим из того, что моделируемая система имеет стационар-
ное состояние. 

В результате данного утверждения из модели, представленной на рис. 7, а, получаем 
модель с потерями, представленную на рис. 7, б. Для этой модели как при определении ста-
ционарной вероятности 1P  нахождения системы в состоянии 1S , так и при определении ста-

ционарной вероятности 0P  нахождения системы в состоянии 0S  получаем одно и то же урав-

нение 

 1 0 1 ,P P P     

что подтверждает корректность проведенного преобразования модели (см. рис. 7, б). 
Соответствующим образом можно преобразовать некорректную модель, представлен-

ную на рис.1, в корректную конечную модель с потерями (рис. 8). Для этой модели в состоя-
ниях 01 10 11 , , S S S  образуются потоки потерь. 
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Рис. 8 

Отметим, что событие потери заявки на обслуживание может быть интерпретировано и 
следующим образом: событие могло бы произойти, если бы уже не произошло. Иными  
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словами, например, применительно к теории надежности можно при таком подходе особен-
ность объекта моделирования — не может отказать уже отказавший элемент — учитывать 
следующим образом: элемент мог бы отказать, если бы уже не отказал. Случайное событие 
такого возможного отказа можно рассматривать в качестве потери. 

Заключение. Особенностью рассмотренных марковских моделей является корректное 
вероятностное разрежение ими входных потоков случайных событий между состояниями 
системы, что позволяет говорить об их корректности и, в свою очередь, обусловливает кор-
ректность использования для данных моделей стационарного входного потока случайных со-
бытий [4]. 
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Questions of correctness of Markov models with discrete states and continuous time characterized 

by independence of input random events are investigated. It is proved that the countable model is correct 
if it realizes the requirements formulated in the work. Requirements are formulated and approaches to the 
transformation of the accounting model into a correct final model with and without losses are substanti-
ated. 
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