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Предложен метод расчета длительности обработки исходной заявки в многока-
нальной системе массового обслуживания с учетом разделения заявки на неза-
висимые подзадачи и их параллельной обработки с последующим объединени-
ем результатов. Длительность указанного процесса представляется как распре-
деление максимума случайных длительностей выполнения подзадач. Началь-
ные моменты искомого распределения определяются путем численного интег-
рирования по полуоси с весом Чебышева — Лагерра; результаты расчетов со-
поставляются с полученными при имитационном моделировании.  
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Введение. Эффективность функционирования распределенных информационно-
вычислительных систем определяется многими факторами, в том числе возможностями де-
композиции целевой задачи и параллельного выполнения подзадач. Примерами параллельно-
го выполнения подзадач являются технология параллельных запросов в реляционных систе-
мах управления базами данных [1], поточная обработка больших данных на основе модели 
организации распределенных вычислений MapReduce [2] и др.  

Подобный процесс разделения задачи на подзадачи с параллельным их выполнением и 
последующим объединением результатов называется Split-Join [3]. Общее время выполнения 
такой задачи определяется длительностью этапов ее декомпозиции и объединения результа-
тов, а также временем решения самой трудоемкой из подзадач.  

Процессам Split-Join посвящено множество публикаций [4—14]. Так, в работе [7] полу-
чено точное решение по определению максимума времени обслуживания независимых кана-
лов с экспоненциальным распределением времени и различной интенсивностью, а также ап-
проксимации для случая общего распределения. В работе [8] упомянутое распределение по-
лучено для гомогенных и гетерогенных серверов, причем представление его в матрично-
экспоненциальной форме позволяет найти как первый момент, так и моменты высших поряд-
ков. Указанный способ, однако, характеризуется высокой вычислительной сложностью, что 
обусловлено входящими в него трудоемкими операциями обращения и кронекеровым произве-
дением матриц. Применение кронекеровой алгебры связано со значительным дополнитель-
ным расходом памяти, а также множеством избыточных операций с нулевыми операндами. 
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Таким образом, актуальность разработки эффективных методов расчета моментов рас-
пределения времени обслуживания заявок в системе массового обслуживания (СМО) с уче-
том процессов Split-Join не вызывает сомнений. 

Суть метода. Требуется рассчитать начальные моменты распределения длительности 
обслуживания заявки в СМО с учетом ее разделения на N задач с последующим объединени-
ем результатов. Искомые моменты { }mg  могут быть выражены через дополнительную функ-

цию распределения (ДФР) 
*

F  максимального времени облуживания задач. Поэтому практи-
ческий расчет целесообразно вести согласно следующему выражению: 
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Здесь ( ), 1,iF t i N , — функция распределения времени обработки i-й задачи. Тогда 
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где 
*
( )F t  — ДФР максимума времени обслуживания заявки с использованием Split-Join. 

Поскольку интеграл (2) может не иметь аналитического представления, воспользуемся 
формулой для численного интегрирования по полуоси с весом Чебышева — Лагерра [15]:  
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где  — гамма-функция. 
Для { }kx  и  kA  при различных значениях s и n существуют справочные таблицы [15]. 

Заменим обозначение x на t и представим функцию ( )f t  как 
*
( ) tF t e . Тогда выражение 

(2) для mg  примет следующий вид: 
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Степень вычисляемого момента можно учесть как отдельно (выбором таблицы для со-
ответствующего s), так и унифицированным методом, включив степенной множитель в ин-
тегрируемую функцию: 
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Экспериментальная проверка точности метода. Проверку точности разработанного 
численного метода выполним с помощью имитационного моделирования (ИМ) на основе 
следующих исходных данных: 

— заявка разделяется на 3 подзадачи; 
— случайная длительность выполнения каждой задачи задана H2-распределением с па-

раметрами 1 0,3y  , 2 0,7y  , 1 0,15  , 2 0,7  . 

Для нахождения моментов методом ИМ был произведен 1 млн испытаний. На каждом 
шаге генерировались подряд три случайные величины с гиперэкспоненциальной функцией 
распределения при указанных выше параметрах. Выбиралась максимальная из реализаций, 
после чего происходило накопление моментов времени обслуживания. 

Расчеты производились по формулам (3) и (4); сопоставление результатов, полученных 
при расчете и при имитационном моделировании, показано в таблице. 

Расчет 

с умножением на tk с использованием s=1, 2 
Начальные  
моменты 

ИМ 

fi  , % fi  , % 

1f  6,26410  6,23910 2,49310–2 3,98010–1 6,23910 2,49310–2 3,98010–1 

2f  7,864101  7,648101 2,16010 2,74710 7,697101 1,67010 2,12410 

3f  1,561103 1,412103 1,484102 9,51210 1,463103 9,782101 6,26810 

Погрешность   вычислялась по отношению к результатам ИМ. Заметим, что результат 
ИМ не является 100 %-ным эталоном, поскольку датчики равномерно распределенных чисел 
не идеальны, а конечные результаты содержат статистическую погрешность. 

Как видно из таблицы, результаты расчетов хорошо согласуются с результатами имита-
ционного моделирования. При этом хотя несколько меньшую погрешность показывает расчет 
с использованием дополнительных таблиц для 1, 2s  , унифицированный метод расчета мо-
ментов по формуле (4) представляется более удобным для практического применения. 

Заключение. Разработанный метод позволяет рассчитать начальные моменты распре-
деления максимума случайных величин и может использоваться для определения времени 
обслуживания заявки в СМО с учетом процессов Split-Join. Метод обладает сравнительно не-
высокой вычислительной сложностью при достаточной для практического применения точ-
ности получаемого решения. 

 В дальнейшем предложенный метод предполагается использовать для представления 
исходной многоканальной системы типа GI/G/n с учетом процесса Split-Join в виде однока-
нальной СМО типа GI/G/1 с распределением времени обслуживания на основе максимума 
случайных длительностей выполнения подзадач. Последующий расчет такой системы может 
быть выполнен известными методами [16].  

Исследования, выполненные по данной тематике, проводились при финансовой под-
держке бюджетной темы № 0073–2018–0004. 
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METHOD OF CALCULATING TASK TREATMENT DURATION IN QUEUEING SYSTEM  
WITH CONSIDERATION OF SPLIT-JOIN PROCESSES  

Yu. I. Ryzhikov1,2, V. A. Lokhvitsky2, R. S. Khabarov2 
1St. Petersburg Institute for Informatics and Automation of the RAS, 199178, St. Petersburg, Russia 

2Mozhaisky Military Space Academy, 197198, St. Petersburg, Russia 
E-mail: xabarov.r@yandex.ru 

 
A method is proposed for calculating the processing time of initial task in multi-channel queueing 

system with consideration of the task separation into independent subtasks that are treated parallelly with 
further assembling of the results. The process duration is represented as the distribution of the maximum 
from the random durations of the subtasks processing. The starting moments of the desired distribution 
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are found by numerical integration along the semi-axis with the Chebyshev-Laguerre weight. Results of 
numerical calculations are compared with data obtained by simulations.  

Keywords: distributed data processing, concurrent requests, Split-Join service process, distribution 
of maximum of random variables, numerical integration by Chebyshev-Laguerre 
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