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Рассмотрены процедура синтеза системы управления температурным полем ко-
аксиальной нагревательной камеры и методика адаптивной настройки распре-
деленного регулятора, спроектированного с помощью набора нестандартных 
аппроксимирующих звеньев. Используется принцип модульного построения 
нагревательной камеры. Рассматриваемая адаптивная настройка реализована в 
программном продукте и может быть использована для построения распреде-
ленных систем управления сложными распределенными процессами различной 
физической природы.  
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Введение. Постановка задачи. Использование принципа модульного построения на-
гревательных камер позволяет сформировать камеру непосредственно для заданного техно-
логического процесса. При этом число модулей, из которых формируется нагревательная ка-
мера, зависит от требуемой точности реализации рассматриваемого технологического про-
цесса по пространственным координатам. Модули (крышки и секции), из которых может 
быть сформирована коаксиальная нагревательная камера, показаны на рис. 1. Чем больше 
число используемых секционных нагревателей, тем точнее может быть реализовано заданное 
температурное поле по длине камеры.  

Задача, рассматриваемая в настоящей статье, заключается в разработке математической 
модели распределенного объекта управления, в качестве которого рассматривается печь для 
термической обработки заготовок. Для системы управления указанным объектом требуется 
синтезировать распределенный регулятор, реализующий пропорционально-интегрально-
дифференциальный закон управления. 

Математическая модель объекта управления. Общая структурная схема рассматри-
ваемой коаксиальной камеры приведена на рис. 2. В структурную схему включен блок адап-
тивной настройки параметров распределенного регулятора, который в реальных системах 
реализуется с использованием микропроцессорной техники. 

При термической обработке заготовки, перемещающейся по длине нагревательной ка-
меры с заданной скоростью, диаметр заготовки R3 может изменяться. При изменении диамет-
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ра заготовки требуется настройка регулятора на новый технологический режим. Распреде-
ленная система управления (СУ) работает следующим образом: рассогласование между за-
данным режимом обработки заготовки и текущим состоянием температурного поля (изме-
ряемым с помощью пяти измерителей температуры) подается на вход регулятора. На выходе 
регулятора формируется управляющее воздействие (тепловой поток) на каждую из пяти сек-
ций нагревателя, которое может быть реализовано с помощью локальных систем управления, 
например, с использованием тиристорных регуляторов мощности. 
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Рис. 1 
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Рис. 2 

Для составления математической модели рассматриваемого объекта управления вве-
дем следующие допущения:  

— входное воздействие (тепловой поток) реализуется с помощью секционных на-
гревателей;  

— датчики измерения температуры расположены внутри печи (см. рис. 1, 2);  
— боковая поверхность нагревательной камеры теплоизолирована;  
— температура стенок крышек поддерживается постоянной; 
— скорость движения заготовок не учитывается из-за ее малости (0,016 м/ч).  
С учетом принятых допущений математическая модель нагревательной камеры имеет 

следующий вид: 
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где T1 ( , , )x r  , Т2 ( , , )x r   — температурное поле в зазоре между нагревателем и заготовкой со-

ответственно; 1а — коэффициент температуропроводности воздуха; 2а — коэффициент тем-

пературопроводности материала заготовки; x, r —пространственные координаты; τ — время. 
Граничные условия для объекта управления задаются соотношениями: 
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1 1(0, , ) ( , , ) 0,xT r T L r       1 3;R r R   

2 2(0, , ) ( , , ) 0xT r T L r    ,   30 r R  , 

где 1  — коэффициент теплопроводности воздуха; 2  — коэффициент теплопроводности 

материала заготовки. 
Начальные условия полагаются нулевыми. 
Конструктивные параметры нагревательной камеры (см. рис. 2) следующие: L  =0,6 м, 

R1=0,15 м, R2=0,1 м, R2=0,05 м. В дальнейших расчетах использованы следующие теплофизи-
ческие параметры: a1 =0,000004 м2/с; a2=0,000019 м2/с; λ1=0,059 Вт/(мК); λ2=2,14 Вт/(мК).  

Синтез системы управления. Процедура синтеза системы управления распределенным 
объектом управления включает следующие этапы (рис. 3). 
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1. Для заданного объекта, у которого распределенное входное воздействие реализует-
ся с помощью n дискретных воздействий (в рассматриваемом случае таких воздействий 5), 
а распределенная функция выхода измеряется с помощью n датчиков (в рассматриваемом 
случае пяти датчиков), определяются матрица комплексных передаточных функций объек-
та управления (при этом объект рассматривается как многомерный сосредоточенный), ее 
собственные значения и собственные векторы (статические коэффициенты передачи). Если 
собственные вектора передаточной матрицы представляются дискретными аналогами про-
странственных мод, то распределенный объект принадлежит к классу пространственно-
инвариантных [1, 2]. 

2. Определяются реакция распределенного объекта на выбранные пространственные 
моды и статические коэффициенты передачи по выбранным пространственным модам, а так-
же сдвиг по фазе для первой пространственной моды (f). 

3. С использованием данных, полученных в п.2, определяются параметры аппроксими-
рующего звена. 

4. Осуществляется синтез распределенного регулятора с использованием частотной ме-
тодики синтеза. 

5. Производится анализ замкнутой системы управления.  
Применительно к рассматриваемому объекту (см. рис. 2) процедура синтеза системы 

управления может быть представлена следующим образом. 
1. В работах [1, 2] получена дискретная форма записи условия пространственной инва-

риантности объекта управления. Пусть задана матрица комплексных передаточных коэффи-
циентов объекта, связывающая -й вход с m-м выходом (объект рассматривается как много-
мерный сосредоточенный): 

 ,( ) [ ], , 1, .mW j W m n      (1) 

Рассматриваемая матрица может быть получена с использованием либо результатов экс-
периментальных исследований объекта управления, либо численной модели объекта управ-
ления.  

Поскольку выше описана математическая модель объекта управления, для которой ре-
шение, при квазистационарном входном воздействии, распадается по собственным вектор–
функциям оператора объекта, то рассматриваемые собственные вектор-функции в соответст-
вии с граничными условиями могут быть представлены как sin(Ψix), где Ψi = πi/Lx, i — номер 
пространственной моды [3, 4]. В работе [1] приведено аналитическое исследование цилинд-
рической камеры, аналогичной рассматриваемой (см. рис. 2), и показано, что данный объект 
управления принадлежит к классу пространственно-инвариантных. 

2. Представим входное воздействие на объект управления выражением 

   
1

, , sin ,i i i i
i

Q x Q Q А x



       

где Аi — амплитуда. 
Используя математическую модель объекта управления, составим численную модель и 

определим реакцию объекта на выбранные пространственные моды: 

1 1( , ) 100 sin( ),Q x x      2 3( , ) 100 sin( ),Q x x      3 1( , ) 100 sin( ) sin( ).Q x t x        

По результатам численных исследований объекта управления построены графики изме-
нения выходной переменной (Т) в точке расположения третьего датчика (рис. 4). 

По результатам вычислений определим статические коэффициенты передачи по вы-
бранным пространственным модам: K1= 328,3/100=3,283, K3= –74,27/(–100)=0,7427, а также 
сдвиг по фазе для первой пространственной моды: f = –2π·21,87/104,79= –1,311. 
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Рис. 4 

3. Определим параметры аппроксимирующего звена. Структура и методика определе-
ния параметров нестандартных аппроксимирующих звеньев для объектов с распределенными 
параметрами приведены в работах [5, 6]. Показано, что нестандартные аппроксимирующие 
звенья наиболее точно описывают динамические характеристики рассматриваемых объектов. 
Для исследуемого объекта передаточная функция нестандартного аппроксимирующего звена 
имеет вид  

  , ( ) exp ,а i i
i

k
W s z   


 

1 2
2 ,i i

s     
 1, ,i    (2) 

где s — оператор Лапласа; k, Δz,  — параметры аппроксимирующего звена. 
Методика определения параметров содержит следующие этапы. 
А. Определим значения k и Δz для рассматриваемого аппроксимирующего звена. При-

равняв cтатический коэффициент передачи звена (1) (s0) к статическим коэффициентам 
передачи по выбранным пространственным модам (K1=3,283, K3=0,7427), получим следую-
щую систему уравнений:  

 

 

1 1
1,1

3 3
3,2

exp ;

exp ,

k
K z

k
K z

     

   
 

 

где    1 2 1 22 2
1 1 3 3,      . 

Преобразуя, получаем 

 
 

1 1 1

3 3 3

exp ,

exp .

K k z

K k z

     
     

 

Поделив второе уравнение последней системы на первое, придем к следующему резуль-
тату: 

3 3 1 1

3 1

ln( / ( ))
,

K K
z

 
 

 
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а подставив вычисленное значение Δz в первое уравнение системы, в результате преобразова-
ния получим 

 1 1 1/ expk K z    . 

Б. Определим значение параметра , для чего воспользуемся вычисленным значением  
f = –1,311. Запишем передаточную функцию аппроксимирующего звена по первой простран-
ственной моде: 

 ,1 1
1

( ) exp ,а
k

W s z   


   
1 2

2
1 1 .

s       
Полагая s=jω (ω=ω1), запишем соотношение для определения фазы аппроксимирующей 

функции  
2

1 1Im( ) arctg( / ( ( ))z         . 

Вычислим значение параметра , для которого выполняется условие φ= f. По результа-
там вычислений построен график, приведенный на рис. 5. 

 –f 
0 

–3 

–6 

–9 

0,000001            0,000001868               
Рис. 5 

Таким образом, согласно приведенному алгоритму, передаточная функция нестандарт-
ного аппроксимирующего звена для рассматриваемого распределенного объекта имеет сле-
дующий вид: 

  ,
20,8659

( ) exp 0.037а i i
i

W s    


, 
1 2

2

0,000001868i i
s    

 
.  (3) 

4. Рассмотрим процесс синтеза распределенного регулятора. Особенности систем с рас-
пределенными параметрами приведены в работах [7—11]. В работах [1, 2] представлен спе-
циальный набор распределенных звеньев, из которых формируются структуры распределен-
ных регуляторов; аналогично сосредоточенным системам сформирована структура распреде-
ленного регулятора, реализующего пропорционально-интегрально-дифференциальный закон 
управления. Передаточная функция такого регулятора для рассматриваемой системы управ-
ления (сформированная из пространственно-усилительного, пространственно-интегри-
рующего и пространственно-дифференцирующего звеньев) определяется выражением 

   2 2 21 4 2
1 4 2

1 1 4 4 2 2

1 1 11 1 1 1
,

n n n
W x s E E E s

n n n n s n n

       
             

     
,  ( 4) 

где Еγ, γ =1, 2, 4, — общие коэффициенты усиления; 2— лапласиан; nγ — весовые коэффи-
циенты ( 1n  ).  

Значения Еγ и nγ определяются в процессе синтеза распределенного регулятора. Записы-
вая передаточную функцию (4) с использованием обобщенной координаты [1, 2] , получаем 

21 4 2
1 4 2

1 1 4 4 2 2

1 1 11 1 1 1
( , ) ,i i i i i i

n n n
W G s E G E G E G s G

n n n n s n n

       
            

     
. 
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При этом на запас устойчивости разомкнутой системы и на параметр  , компенсирую-
щий параметрические возмущения объекта управления [2], наложены следующие ограничения: 
запас по фазе з( )iG   ; параметр   = з, где з ,  з — заданные величины. 

Методика синтеза рассматриваемого регулятора, приведенная в [2, 12, 13], включает 
следующие этапы. 

1. Для двух выбранных пространственных мод (G1=Ψ1
2 и G3=Ψ3

2) определим желаемые 
точки среза модуля разомкнутой системы; при этом положим, что фазовый сдвиг, вносимый в 
систему регулятором, равен нулю [1, 12]: 

    arctg Im ( , ) / Re ( , ) ,i iW G j W G j         (5) 

где W(Gi, jω) —комплексный передаточный коэффициент объекта управления (3). 
Используя уравнение (5), для выбранных пространственных мод (например, G1 и G3) 

определим значения желаемых частот ω1, ω3 среза модуля разомкнутой системы. Подставив  
в (5) ∆φ=π/4 и с учетом выражения (3), получим  

ω1= 0,00767 с–1, ω3=0,0083603 с–1.  
2. Определим параметры пространственно-усилительного звена. Подставив 1  , 

3   в соотношение 
1/22 2( ) (Im( ( , ))) (Re( ( , ))) ,i i iМ G W G j W G j       

определим значения модуля объекта управления для выбранных пространственных мод. Так 
как 1 3,   — частоты среза модуля разомкнутой системы, то коэффициенты усиления регу-

лятора при этих частотах равны [1, 12, 13] 
1

1 1( )М М  , 1
3 3( )М М  , 

а их вычисленные значения — 1 14,13587М  , 3 16,5829М  . 

Для определения параметров Е1, n1 в работе [1] получена следующая система уравнений:
 

1 1
1 1

1 1

31
3 1

1 1

1
,

1
.

n G
М E

n n

Gn
М E

n n

 
   

   


     
  

 

Поделив второе уравнение на первое, получим 

1 3
1

1

1

M M G G
n

M

     


 
, 3 1M M M  , 

при этом 1 1n   [2]. Подставляя вычисленное значение 1n  в первое уравнение и преобразуя, 

получаем 

1 1
11

1 1

1n G
E M

n n

 
  

  
. 

Таким образом, 
Е1= 13,841155; n1= 1240,5665. 

3. Определим параметры пространственно-интегрирующего и пространственно-диффе-
ренцирующего звеньев исходя из условия, что значения частот 1 3,   принадлежат линии 

перегиба [1, 2]. Для этих частот фазовый сдвиг =0. Подставив 1  , 3   в уравнение 

линии перегиба, получим следующую систему уравнений: 
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4 1 2 1
1 4 2

4 4 2 2

3 34 2
3 4 2

4 4 2 2

1 1
lg 0,5lg 0,5lg ,

1 1
lg 0,5lg 0,5lg .

n G n G
E E

n n n n

G Gn n
E E

n n n n

       
                     


                             

 (6) 

Добавим к системе уравнений (6) соотношения, описывающие взаимосвязь параметров 
регулятора с параметром : 
  1 1 2lg lg ,G         1 2 1lg lg 1 K G  ,   2 4 1lg lg K G  , (7) 

где 
1 1

( ) , 2,4.i
i i i

i i

n
K G E G i

n n

 
   

 
 

Посредством решения системы (6) совместно с (7) в работе [2] получены соотношения 
для вычисления параметров распределенного регулятора для рассматриваемого объекта 

управления (в данном случае 
2

2 3
2
1

1


  


):
 

0,5

2 2 2
2 2 1 2 1

1

(( 1) / / ) 10
E

n n G n 

 
       

,  

0,52
1

4 2
4 4 1 4

,
(( 1) / / ) 10

E
n n G n 

 
      

 

2 2 2
4 3 1( 1 ) ( 1) ,n G G          2n  . 

На основе приведенных соотношений вычислены значения параметров пространствен-
но-интегрирующего и пространственно-дифференцирующего звеньев:  

E2=184,38; n2∞; E4=
 0,0106; n4=

 1139,58. 

Полагая (1240,5665–1)/1240,5665≈1 и (1139,58–1)/1139,58≈1, передаточную функцию 
синтезированного регулятора можно представить как 

  2 21 1 1
, 13,841155 1 0,0106 1 184,38 .

1240,5665 1139,58
W x s s

s

                 
Моделирование работы замкнутой системы управления осуществлялось при следующих 

условиях: максимальное значение Q для каждой секции нагревателя равно 500 Вт, вначале 
система была выведена на заданный режим, соответствующий в точках установки термопар 
температуре 200 С, впоследствии входное воздействие скачкообразно изменено на 10 С. По 
результатам моделирования построены графики переходных процессов в точках установки 
измерителей температуры (рис. 6) и на выходе локальных систем управления 1—5 (рис. 7).  
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Рис. 6 
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Рис. 7 

Заключение. Разработана математическая модель коаксиальной нагревательной каме-
ры, построенной по модульному принципу и состоящей из определенного числа секций. 
Предложена процедура синтеза распределенной системы управления температурным полем 
такого рода объектов. На конкретном примере показана методика синтеза распределенного 
регулятора с использованием специально разработанного набора нестандартных аппрокси-
мирующих звеньев, реализующих различные законы управления (пропорциональный, про-
порционально-интегральный, пропорционально-интегрально-дифференциальный и др.). Чис-
ленное моделирование системы распределенного управления нагревательной камерой с про-
порционально-интегрально-дифференциальным регулятором подтверждает работоспособ-
ность рассмотренного подхода.  
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ADAPTIVE ADJUSTMENT OF DISTRIBUTED REGULATORS 
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A procedure of synthesis of a control system of the temperature field in a coaxial heating chamber 

is described and a method of adaptive adjustment of the distributed controller designed with the use of 
non-standard approximating links is presented. The method employs the principle of modular construction 
of the heating chamber. The adaptive tuning is implemented as the software product and can be used in 
design of distributed control systems for complex distributed processes of various physical nature.  

Keywords: distributed control system, heating chamber, non-standard approximating links, 
distributed controller 
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