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Рассмотрена методика, позволяющая по заданной частотной передаточной 
функции получить дифференциальные уравнения непрерывных комплексных 
фильтров нижних и верхних частот, полосовых и режекторных фильтров. 
Представлено уравнение, связывающее спектральные плотности комплексных 
входного и выходного сигналов фильтра с его частотной передаточной функци-
ей. Для получения дифференциального уравнения, описывающего работу ком-
плексного фильтра, к обеим частям уравнения применяется обратное преобра-
зование Фурье, с помощью которого входной и выходной сигналы фильтра 
преобразуются из частотной области во временную область. В качестве приме-
ров рассмотрены непрерывные комплексные фильтры различных порядков, ко-
торые при нулевой частоте настройки являются либо фильтрами нижних частот, 
либо фильтрами верхних частот и при частоте настройки, не равной нулю, —  
либо полосовыми, либо режекторными фильтрами в зависимости от вида рас-
сматриваемой частотной передаточной функции. Показано, что дифференциаль-
ные уравнения непрерывных комплексных фильтров являются комплексными 
функциями времени, которые определяются двумя квадратурными составляю-
щими. Для нахождения переходных и импульсных характеристик непрерывных 
комплексных фильтров рассмотрено решение дифференциального уравнения 
комплексного фильтра нижних частот (полосового фильтра) при единичном 
ступенчатом входном сигнале. Получены общее и частное решения комплекс-
ного дифференциального уравнения, определившее комплексную переходную 
характеристику рассмотренного фильтра, которая описывается двумя квадра-
турными составляющими. Путем дифференцирования комплексной переходной 
характеристики найдено выражение для импульсной характеристики фильтра, 
которая также является комплексной и представляется двумя квадратурными 
составляющими.  

Ключевые слова: комплексный фильтр, дифференциальные уравнения, час-
тотная передаточная функция 

Введение. При разработке цифровых устройств обнаружения сигналов на фоне разного 
рода помех [1—4], проектировании систем автоматического сопровождения по дальности, 
угловым координатам [5, 6] и скорости [7, 8] и т.д. широко используются различные фильтры 
нижних и верхних частот, полосовые и режекторные фильтры. В каждом конкретном случае 
к частотным и временным свойствам фильтров предъявляются специфические требования. 

В когерентных системах обработки сигналов применяются комплексные фильтры, ис-
пользование которых, в отличие от действительных фильтров, позволяет легко изменять часто-
ту настройки без изменения формы амплитудно- и фазочастотных характеристик. Свойства 
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фильтров определяются их частотными передаточными функциями, импульсными и пере-
ходными характеристиками, дифференциальными уравнениями. Все эти характеристики же-
стко связаны между собой. 

Описание комплексных фильтров с использованием частотных передаточных функций, 
а также импульсных и переходных характеристик приведено в работах [9—12]. Исследования 
по дифференциальным уравнениям непрерывных комплексных фильтров в литературе прак-
тически отсутствуют. Определение указанных характеристик комплексных фильтров состав-
ляет основное содержание настоящей статьи. 

Методика получения дифференциальных уравнений непрерывных комплексных 
фильтров. В общем виде частотная передаточная функция непрерывного комплексного 
фильтра n-го порядка записывается следующим образом:  
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где ,i ia b  — весовые коэффициенты; 0ω  — частота настройки фильтра, которая может при-

нимать как положительные, так и отрицательные значения. 
Частотную передаточную функцию (1) можно представить в форме отношения [13] 
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где вх вых( ω), ( ω)z j z j  — спектральные плотности входного и выходного комплексных сигна-

лов фильтра. 
После объединения выражений (1) и (2) находим 
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Для получения дифференциального уравнения, описывающего работу комплексного 
фильтра, необходимо применить к обеим частям соотношения (3) обратное преобразование 
Фурье [13]. 

Результаты. Для конкретизации теоретических положений рассмотрим ряд частных 
случаев. 

1. Комплексный фильтр нижних частот (полосовой фильтр) первого порядка. Частот-
ная передаточная функция рассматриваемого фильтра на основании формулы (1) принимает 
вид  

0

1
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где τ  — постоянная времени фильтра. 
При частоте настройки 0ω 0  фильтр является фильтром нижних частот, при 0ω 0  — 

полосовым фильтром. Тогда соотношение (3) для данного фильтра записывается следующим 
образом: 
  вых 0 вх( ω)[1 (ω ω )τ] ( ω).z j j z j     (4) 

Раскроем скобки в выражении (4), тогда  
  вых вых 0 вхωτ ( ω) ( ω)(1 ω τ) ( ω).j z j z j j z j     (5)  

Применим обратное преобразование Фурье к левой и правой частям формулы (5). В ре-
зультате дифференциальное уравнение непрерывного комплексного фильтра первого порядка 
принимает вид 

  вых
вых 0 вх
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τ ( )(1 ω τ) ( ),

dz t
z t j z t

dt
     (6) 
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где вх ( )z t  и вых ( )z t  — комплексные входной и выходной сигналы фильтра, которые выра-

жаются через их квадратурные составляющие: 
 вх вх вх( )= ( ) ( ),z t x t jy t  вых вых вых( )= ( ) ( ).z t x t jy t  

Комплексное дифференциальное уравнение (6) представим в виде вещественной и мни-
мой составляющих: 
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2. Комплексный фильтр верхних частот (режекторный фильтр) первого порядка. На 
основании выражения (1) частотная передаточная функция рассматриваемого фильтра при-
нимает вид 
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При 0ω 0  фильтр является фильтром верхних частот, при 0ω 0  — режекторным 

фильтром. 
В данном случае соотношение (5) записывается следующим образом: 

   вых вых 0 вх 0ωτ ( ω) ( ω)(1 ω τ) ( ω) (ω ω )τ.j z j z j j z j j      (8) 

Так же, как и в предыдущем случае, применив к (8) обратное преобразование Фурье, 
получим дифференциальное уравнение рассматриваемого комплексного фильтра первого по-
рядка: 
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Выделим в соотношении (9) вещественную и мнимую составляющие:  
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3. Комплексный фильтр нижних частот (полосовой фильтр) второго порядка. Частот-
ная передаточная функция фильтра записывается следующим образом: 
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Выражение (5) для рассматриваемого фильтра принимает вид 
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Применив к (10) обратное преобразование Фурье, получим следующее дифференциаль-
ное уравнение: 
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Выделив в уравнении (11) вещественную и мнимую составляющие, найдем пару диффе-
ренциальных уравнений, определяющих работу рассматриваемого комплексного фильтра: 
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4. Комплексный фильтр верхних частот (режекторный фильтр) второго порядка. На 
основании (1) запишем частотную передаточную функцию рассматриваемого фильтра  
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Выражение (5), связывающее частотную передаточную функцию (12) и спектральные 
плотности комплексных входного и выходного сигналов, приобретает вид 
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Применяя к (13) обратное преобразование Фурье, получаем дифференциальное уравне-
ние комплексного фильтра верхних частот (режекторного фильтра) второго порядка: 
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Как и в предыдущих случаях, выделим в (14) вещественную и мнимую составляющие: 
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Поскольку частотные передаточные функции, импульсные и переходные характеристи-
ки, дифференциальные и интегральные уравнения фильтров жестко связаны между собой, 
рассмотрим в качестве примера следующую задачу. 

Необходимо по заданному дифференциальному уравнению непрерывного комплексного 
фильтра нижних частот (полосового фильтра) первого порядка найти его переходную и им-
пульсную характеристики. Для этого запишем дифференциальное уравнение (6) при вх ( )=1z t  

в виде 

  вых
вых ср 0 ср

( )
( )(ω ω ) ω ,

dz t
z t j

dt
     (15) 

где срω 1/ τ  — частота среза фильтра. 

Дифференциальное уравнение (15) является неоднородным. Его решение складывается 
из общего решения однородного уравнения  

  вых
вых ср 0

( )
( )(ω ω ) 0

dz t
z t j

dt
     (16) 

и частного решения при заданных начальных условиях [14, 15]. 
Решение однородного дифференциального уравнения (16) будем искать в виде [14] 

вых 1( )= .ktz t c e  

Найдем значение коэффициентов с1 и k. Характеристическое уравнение, соответствую-
щее (16), имеет вид ср 0(ω ω ).k j    
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Частное решение неоднородного дифференциального уравнения (15) будем искать в виде  

  ср 0(ω ω )
вых 1 2( )= .

j t
z t c e c

     (17) 

Воспользуемся начальными условиями, когда при =0t  вых (0)=0.z  Из выражения (17) 

получаем с1=–с2. После подстановки (17) в (15) находим 2 ср ср 0=ω / (ω ω ).c j  Тогда в оконча-

тельном виде можно записать выражение для выходного сигнала рассматриваемого ком-
плексного фильтра при вх ( )=1z t : 
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  (18) 

Полученное соотношение (18) является переходной характеристикой комплексного 
фильтра нижних частот (полосового фильтра) первого порядка. 

Выделив в уравнении (18) вещественную и мнимую составляющие, получим следующие 
соотношения для квадратур переходной характеристики фильтра:  
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После дифференцирования по времени (18) найдем соотношение для импульсной ха-
рактеристики рассматриваемого фильтра: 

срω
ср 0 0( )=ω (cosω sinω ),

t
h t e t j t

 
 откуда получим модуль и аргумент импульсной характеристики 
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где срω
ср 0( ) ω cosω ,

t
xh t e t


 

срω
ср 0( ) ω sinω

t
yh t e t

  — квадратуры импульсной характеристики. 

Аналогичным образом можно найти выражения для дифференциального уравнения, пе-
реходной и импульсной характеристик непрерывных комплексных фильтров более высоких 
порядков. 

Заключение. Рассмотренная методика позволяет по заданной частотной передаточной 
функции получить дифференциальные уравнения непрерывных комплексных фильтров ниж-
них и верхних частот, полосовых и режекторных фильтров, которые можно использовать для 
исследования временных характеристик комплексных фильтров. Дифференциальные уравне-
ния комплексных фильтров носят комплексный характер и связывают квадратурные состав-
ляющие комплексных входного и выходного сигналов. Переходные и импульсные характе-
ристики комплексных фильтров также являются комплексными функциями времени и опре-
деляются двумя квадратурными составляющими. 
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A method to derive differential equation for complex continuous filter using specified frequency 

transfer function is considered. The method may be applied to low-pass and high-pass filters, band-pass 
and band-reject continuous complex filters. An equation is presented that relates the spectral densities of 
the complex input and output signals of the filter with its frequency transfer function. To obtain a differential 
equation describing the complex filter operation, the inverse Fourier transform is applied to both parts of 
the equation, so that the input and output signals of the filter are converted from the frequency domain to 
the time domain. As examples, continuous complex filters of various orders are considered, which at the 
zero tuning frequency are either low-pass filters or high-pass filters, and at a nonzero tuning frequency, 
they are either band-pass or notch filters, depending on the specified frequency transfer function type. The 
differential equations of continuous complex filters are shown to be complex functions of time determined 
by two quadrature components. To find the transient and impulse characteristics of continuous complex fil-
ters, solution of the differential equation of low-pass filter (band-pass filter) for a single step input signal is 
analyzed. The general and particular solutions of the complex differential equation are obtained that de-
termine two quadrature components of the complex transition characteristic of the filter under considera-
tion. By differentiating the complex transient response, an expression is found for the impulse response of 
the filter, which is also complex and is represented by two quadrature components. 

Keywords: complex filter, differential equation, frequency transfer function  
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