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Рассмотрены нелинейные стохастические системы при импульсных входных 
воздействиях, образующих пуассоновские потоки событий. Проанализирован 
процесс нелинейного преобразования в системе информации, представленной 
интервалами времени между событиями, синтезирован заданный нелинейный 
функционал в функции интенсивности пуассоновского потока. В основе иссле-
дований лежит вероятностная времяимпульсная форма представления пуассо-
новского процесса, в качестве аргумента при вычислениях используется интер-
вал времени между входными событиями. Представлено аналитическое реше-
ние задачи с учетом экспоненциального распределения случайных интервалов 
времени, характерного для простейшего пуассоновского потока. Рассмотрен 
алгоритм синтеза обобщенного заданного таблично нелинейного функционала, 
представлены формулы для расчета функции-оригинала при аппроксимации 
табличных данных степенным рядом с отрицательными показателями степени. 
Результаты подтверждены моделированием в пакете прикладных математиче-
ских программ Scilab. Предложенный алгоритм настройки вычислительного 
устройства на воспроизведение заданного аналитически нелинейного функцио-
нала позволяет решать практические задачи в стохастических системах с пуас-
соновским входным сигналом, таких как приборы с использованием ионизи-
рующих излучений, системы массового обслуживания и т.д.  

Ключевые слова: стохастическая система, поток Пуассона, времяимпульсное 
преобразование, нелинейный функционал, алгоритм синтеза 

Линейные преобразования случайных процессов, выполняемые в стохастических сис-
темах, обладают хорошо известными общими свойствами, позволяющими аналитически с 
заданной степенью подробности оценить вероятностные и спектральные характеристики 
преобразованного случайного сигнала, в то время как результаты нелинейных преобразова-
ний непредсказуемы. Нелинейные преобразования не проявляют общих закономерностей по 
отношению к спектральным и вероятностным характеристикам процессов на входе. При вос-
произведении нелинейных функционалов спектр сигнала и его вероятностные характеристи-
ки существенно изменяются. Зачастую их невозможно оценить в общем виде не только ана-
литически, но и методами компьютерного моделирования. В таких случаях результат опреде-
ляется как характеристиками процесса на входе, так и описанием конкретной нелинейности. 
Множество процессов, нелинейностей и их сочетаний бесконечно, а решения известны толь-
ко для некоторых сравнительно узких задач. Например, в работе [1] для описания процессов 
в нелинейной стохастической системе использовано гауссово распределение, а при определе-
нии моментов распределения на выходе нелинейного функционала задействованы методы 
кумулянтного анализа. В результате для вычислений нужны сравнительно сложные алгорит-
мы, которые на практике могут быть воспроизведены только приближенно. О решении об-
ратной задачи синтеза, предусматривающей формирование в стохастической системе нели-
нейности, заданной аналитически или таблично, даже не идет речи. 

В статье рассматривается задача синтеза нелинейных функционалов в стохастических 
системах с пуассоновской составляющей, представляющей собой поток событий на входе. 
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Подобный поток событий описывает реальный входной информационный сигнал в задачах 
анализа и синтеза систем различной физической природы. Его активно используют при мо-
делировании процессов в теории массового обслуживания, теории надежности, в прикладных 
задачах радиолокации и связи, биологии, сейсмологии, в радиоизотопных приборах и др. 
[2—9]. Во всех конкретных задачах случайный поток, воздействующий на систему, содержит 
полезную информацию и рассматривается в одномерном представлении, где независимой пе-
ременной является время. Информационным параметром входного пуассоновского потока 
считается его изменяющаяся во времени интенсивность λ, в результате наблюдения которой в 
системе должны осуществляться все вычисления и принятие окончательных решений. При 
необходимости выполнения нелинейных преобразований в функции интенсивности потока 
используются два варианта решений. 

В первом случае [10] текущая интенсивность потока оценивается путем подсчета вход-
ных событий за фиксированный период квантования T, а все вычисления проводятся перио-
дически в функции зафиксированного на данном периоде случайного количества событий N. 
Полученный результат усредняется по множеству отсчетов и отображается как нелинейный 
функционал от входной переменной F(λ). Здесь период квантования выбирается исходя из 
представлений о допустимой статистической погрешности системы. В соответствии с приня-
тыми предположениями о пуассоновском распределении входного сигнала погрешность 
уменьшается обратно пропорционально времени T и интенсивности потока λ. При нестацио-
нарности информационного потока такой метод оценки приводит к появлению противоречий 
между статистическими и динамическими ошибками системы, поскольку динамическая по-
грешность измерений с ростом периода квантования процесса во времени всегда возрастает 
[11]. Кроме того, задача вычисления нелинейных функционалов в пространстве любого слу-
чайного процесса связана с неизбежной методической ошибкой вычислений, обусловленной 
явлением статистической линеаризации нелинейности [12]. 

Вторым вариантом решения задачи является использование времяимпульсного преобра-
зования, которое подразумевает организацию вычислений в моменты появления каждого  
нового события на входе в функции интервалов времени между событиями. Этот вариант 
обеспечивает максимальное быстродействие системы и минимум динамической ошибки, но 
практически не исследован из-за сложности выполнения времяимпульсных преобразований в 
режиме реального времени. Современные средства микропроцессорной техники, обладающие 
достаточным быстродействием и широким набором функциональных блоков, позволяют 
вплотную подойти к решению задачи в такой постановке.  

В рассматриваемом случае входным сигналом стохастической системы будем считать 
пуассоновский поток — стационарный, ординарный поток событий без последействия. Для 
него число событий N, попадающих на любой период квантования T, подчиняется распреде-
лению Пуассона [13]: 

( )
( , ) exp( )

!

NT
P N T T

N


  . 

Дисперсия случайной величины N равна ее математическому ожиданию λT. Интервалы 
времени t между событиями потока являются также величинами случайными. Их распределе-
ние описывается экспоненциальным законом: 
 ( ) exp( )p t t    (1) 
с математическим ожиданием равным 1/  .  

Нелинейное времяимпульсное преобразование потока в режиме реального времени под-
разумевает фиксацию интервалов t, вычисление некоторой заданной нелинейной функции f(t) 
в моменты появления каждого события и последующую фильтрацию результатов. В общем 
случае интерес представляет рассмотрение математического ожидания сигнала на выходе не-
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линейного преобразователя как функции от интенсивности потока F(λ), которую можно трак-
товать как изображение процесса f(t) на оси  : 

 
0

( ) ( ) ( )F p t f t dt


   . (2) 

На основе уравнений (1) и (2) получим общую формулу для расчета изображения: 

 
0

( ) ( ) exp( ) { ( )}F f t t dt L f t


      , (3) 

где L{f(t)} — преобразование Лапласа функции f(t).  
При этом функция f(t) рассматривается как оригинал преобразования Лапласа. Очевид-

но, что уравнение (3) справедливо только для линейных и нелинейных функций, удовлетво-
ряющих условиям существования преобразования Лапласа, в частности, для функций c веще-
ственными и нулевыми полюсами, интегрируемых на любом конечном положительном  
интервале оси t, принимающих нулевые значения при всех отрицательных значениях t и воз-
растающих не быстрее показательной функции [14]. Если полагать, что функция f(t) до  
момента начала наблюдения представлена своими начальными значениями, то последнее  
условие для реальных физических процессов можно всегда считать справедливым. 

К рассматриваемому множеству относятся, в частности, распространенные степенные, 
тригонометрические и гиперболические функции, подробно описанные в таблицах преобра-
зования Лапласа [14]. В таблице приведены некоторые распространенные функции с вещест-
венными и нулевыми полюсами f(t), удовлетворяющие перечисленным условиям, и соответ-
ствующие им функционалы F(λ). Здесь символом a обозначена произвольная вещественная 
неотрицательная константа, а n — целая неотрицательная степень. 

Нелинейные функции времени и их изображения на оси   

( )f t ( )F 
nt  !/ nn   
en att  1! / ( )nn a     

sin( )at 2 2/ ( )a a    
cos( )at 2 2 2/ ( )a    
s ( )h at 2 2/ ( )a a    

( )ch at 2 2 2/ ( )a    
sin( )t at 2 2 2 22 / ( )a a    
cos( )t at 2 2 2 2 2( ) / ( )a a      

(1 e ) /t t  ln(1 1/ )  

Свойства преобразования Лапласа позволяют рассчитать более сложные зависимости, 
такие как линейные суммы функций f(t) из левой части таблицы, их производные и интегралы. 
Здесь также можно использовать теоремы смещения, подобия, запаздывания, справедливые для 
преобразования Лапласа. 

Таким образом, можно констатировать, что при нелинейных времяимпульсных преоб-
разованиях пуассоновского процесса в режиме реального времени существуют вполне  
определенные закономерности, связывающие результат преобразования с конкретной нели-
нейностью. Для широкого круга нелинейностей результат вполне предсказуем. 

Задача синтеза нелинейного функционала обратна рассмотренной выше. Она предпола-
гает поиск оригинала f(t) по заданному математическому описанию изображения F(λ). Для 
целого ряда конкретных функций эта задача может решаться по таблице, которая, конечно, не ох-
ватывает всех возможных практических задач. Более широкий круг решений можно получить, 



504 А. М. Водовозов 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2020. Т. 63, № 6 

используя уравнение (3), свойства и таблицы преобразований Лапласа [14]. Однако и они не 
охватывают всего множества приложений. Наиболее общим случаем можно считать описание 
нелинейности F(λ) в виде таблицы, которую можно привести к аналитической записи, ис-
пользуя различные методы аппроксимации. Поэтому общим решением задачи будем считать 
аппроксимацию табличной функции аналитическим выражением и поиск оригинала f(t), обес-
печивающего формирование нелинейности в соответствии с полученным выражением. 

В качестве примера рассмотрим вариант аппроксимации табличной функции степенным 
рядом c отрицательными значениями показателей степени: 

 
0 0

( )
k k

n n
n n

т n

c
F c 

 
   


  . (4) 

Здесь число членов ряда k  определяется требованиями точности, а коэффициенты cn аппрок-
симирующего полинома могут быть рассчитаны по любому известному алгоритму аппрокси-
мации, например, по методу наименьших квадратов [15]. 

Тогда искомый оригинал f(t) описывается формулой  

 
0

( )
!

k
nn

n

c
f t t

n
  . (5) 

При этом понимается, что f(t)=0 при t<0. 
Таким образом, представление функции в виде конечного ряда (4) удовлетворяет по-

ставленным условиям и позволяет найти оригинал f(t) по уравнению (5). 
Представленное решение позволяет получить конечный результат в абсолютном боль-

шинстве практических задач. Теоретически возможно использовать более сложные аппрок-
симирующие многочлены, представленные рядами из множества функций таблицы. Но эти 
решения с точки зрения алгоритмического и технического обеспечения пока представляются 
более сложными. 

Полученные результаты проверены моделированием в пакете прикладных математиче-
ских программ Scilab, содержащем достаточный набор инструментов для статистического 
моделирования [16].  

В качестве примера выполнено моделирование процесса воспроизведения произвольно-

го нелинейного функционала 
2 3

20 20 24
( ) 30F     

  
  в диапазоне λ=1—10. 

В соответствии с уравнением (5) для рассматриваемой задачи оригинал f(t) должен 

иметь вид 2 3( ) 30 20 10 4f t t t t    . 
На рисунке приведены результаты моделирования при разном количестве испытаний  

(а — 50, б — 1000). 
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В любом рассмотренном случае заданная функциональная зависимость воспроизводит-

ся довольно точно в пределах допустимой статистической погрешности, уменьшающейся с 
ростом количества испытаний.  
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Полученные результаты полностью подтверждают гипотезу исследования. Расчетные 
формулы могут быть использованы при воспроизведении произвольных таблично заданных 
функций в стохастических системах с пуассоновской составляющей: при построении совре-
менных радиоизотопных приборов, систем массового обслуживания, в прикладных задачах 
радиотехники и связи. Представленный алгоритм синтеза нелинейных функционалов в ре-
жиме реального времени обладает оригинальностью и новизной в части совмещения  
дискретно-событийной имитационной модели пуассоновского процесса и однозначных алго-
ритмов синтеза функции-оригинала, реализуемой при вычислениях. 
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Nonlinear stochastic systems under pulsed input effects forming Poisson flows of events are considered. 

The process of nonlinear transformation in the system of information represented by time intervals between 
events is analyzed, and a given nonlinear functional in the Poisson flow intensity function is synthesized. The re-
search is based on the probabilistic time-pulse representation of the Poisson process; the time interval between 
input events is used as an argument for calculations. An analytical solution to the problem accounting for the ex-
ponential distribution of random time intervals characteristic for the simplest Poisson flow is proposed. The algo-
rithm of synthesis of a generalized nonlinear functional given as a table is considered, and formulas for calculat-
ing the original function are presented for the case when table data are approximated by power series with nega-
tive exponents. The results are confirmed by digital modeling in the Scilab package of applied mathematical pro-
grams. The proposed algorithm for configuring a computing device to reproduce a given analytically nonlinear 
functional can be applied for solution of practical problems in stochastic systems with a Poisson input signal, such 
as devices using ionizing radiation, queuing systems, etc. 

Keywords: stochastic system, Poisson flow, time-pulse transformation, nonlinear functional, 
synthesis algorithm 
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