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На основании анализа периодических взаимно корреляционных функций  
М-последовательностей (МП) и последовательностей Гордона — Миллса — 
Велча (ГМВП) с периодом N=511 определен порядок формирования предпоч-
тительных пар ГМВП. М- и ГМВ-последовательности с периодом N=511 строятся 
в конечных полях GF(2S) при S = 9. Применение предпочтительных пар ГМВП 
в системах передачи цифровой информации определяется их более высокой по 
сравнению с МП структурной скрытностью, характеризуемой эквивалентной 
линейной сложностью, численно равной степени проверочных полиномов, на 
основании которых формируются данные последовательности. Показано, что 
предпочтительные пары ГМВП формируются на основе предпочтительных пар 
МП, при этом каждая МП выступает в качестве базисной последовательности 
при синтезе соответствующей ГМВП. Результаты по формированию предпоч-
тительных пар ГМВП с периодом N=511 могут найти применение в помехоза-
щищенных системах передачи цифровой информации, к которым предъявляют-
ся повышенные требования по конфиденциальности и скрытности, а также при 
синтезе производных систем псевдослучайных последовательностей, которые 
могут быть сформированы в расширенных конечных полях.  

Ключевые слова: М-последовательности, ГМВ-последовательности, пред-
почтительные пары, корреляционная функция, структурная скрытность, 
примитивные полиномы, конечные поля 

Широкое применение псевдослучайных последовательностей (ПСП) с заданными кор-
реляционными и структурными свойствами при формировании сигналов с расширенным 
спектром (СРС) в современных системах передачи цифровой информации (СПЦИ) обуслов-
лено постоянно возрастающими требованиями по обеспечению достоверности передачи ин-
формации в системах управления, связи и навигации [1—4]. 

В силу простоты формирования в качестве ПСП часто используются М-последо-
вательности (МП), предпочтительные пары (ПП) МП, а также формируемые на основе ПП 
МП последовательности Голда, последовательности малого и большого множеств Касами, а 
также ГМВ-последовательности [5—7]. При этом ГМВ-последовательности, так же как и 
МП, обладают двухуровневой периодической автокорреляционной функцией (ПАКФ), но ха-
рактеризуются более высокой структурной скрытностью. С увеличением периода последова-
тельности выигрыш по данному показателю возрастает [8, 9]. 

Вопросам синтеза ПСП и пар ПСП, которые могут быть использованы для формирова-
ния производных множеств последовательностей с хорошими взаимно корреляционными и 
структурными свойствами, посвящено множество публикаций как в России, так и за рубежом 
[10—14]. Так, в работе [10] предложен новый класс пары дискретных последовательностей, 
который можно рассматривать как особый класс несогласованных фильтрующих последова-
тельностей. В [11, 12] основное внимание уделено повышению структурной скрытности фор-
мируемых последовательностей как за счет использования манипулирующих кодов, так и за счет 
применения специальных нелинейных функций. В [13] проведен анализ последовательностей  
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с локально оптимальными корреляционными свойствами, так называемых последовательностей 
с нулевой зоной корреляции, которым в последнее время уделяется большое внимание. Алго-
ритм формирования ПП ГМВП для периодов N=63 и N=255 разработан в [14]. Показано, что 
ПП ГМВП формируются на основе ПП МП и характеризуются более высокой эквивалентной 
линейной сложностью (ЭЛС), что определяет предпочтительность их применения в СПЦИ, к 
которым предъявляются повышенные требования по конфиденциальности. Данный алгоритм 
может быть использован для формирования ПП ГМВП с более длинным периодом. 

Цель настоящей статьи — определение предпочтительных пар ГМВП с периодом N=511. 
Двоичные ГМВП формируются в конечных полях с двойным расширением GF(2S)= 

= GF[(2m)n] на основе М-последовательностей, которые выступают в качестве базисных [2, 7, 15]. 
ЭЛС двоичных ГМВП определяется выражением [2, 8] 

 ( ) ,g r
sl mn  (1) 

где r — натуральное число, взаимно простое с порядком мультипликативной группы поля 
GF(2m), равным 2m – 1; g(r) — количество единиц в двоичном представлении числа r. 

Предпочтительные пары МП характеризуются тем, что максимальное значение модуля 
периодической взаимно корреляционной функции (ПВКФ) не превышает величины 
 p(S) = 1+2](S +2)/2[, (2) 
где ]x[ — целая часть вещественного числа x [2, 5, 14]. 

Для двоичных МП ПВКФ Rjk(τ) определяется выражением [6, 16, 17] 

 (τ) 2 (τ),jkR N B   (3) 

где B(τ) — число несовпадающих позиций в МПj и МПk при различных циклических сдвигах τ. 
Коэффициент корреляции bjk(τ) определяется путем нормировки функции корреляции: 

 (τ) (τ) / .jk jkb R N  (4) 

ПВКФ ПП МП с периодом N=511 является трехуровневой и принимает следующие не-
нормированные значения [2, 5]: 
 Rjk(τ) = {– p(S), –1, p(S) –2}. (5) 

Значения ПВКФ ПП МП представлены в табл. 1, где также указано количество ее  зна-
чений ni для каждого уровня. Для сравнения в таблице приведены аналогичные значения па-
раметров для периода N=1023. 

            Таблица 1 
Период 

МП 
R1 n1 

R2 n2 
R3 n3 

|Rmax| 
b1 b2 b3 |bmax| 

511 
–33 

120 
–1 

255 
31 

136 
33 

–0,06 –0,002 0,06 0,06 

1023 
–65 

120 
–1 

767 
63 

136 
65 

–0,06 –0,001 0,06 0,06 

Определение ПП МП для периода N=511 производится в конечном поле GF(29) с непри-
водимым полиномом h1(x) = x9+x4+1.  

Формирование МП с периодом N=511 выполняется в соответствии с проверочными по-
линомами, представленными в табл. 2. Данные полиномы являются неприводимыми в конеч-
ном поле GF(29) [18]. В графах 1, 4, 7 таблицы приведены корни (минимальные показатели 
степени корней) прямого и сопряженного полиномов; в графах 2, 5, 8 — коэффициенты по-
линомов по убыванию степени формальной переменной x. Например, полиному 
h5(x)=x9+x8+x5+x4+1 соответствует запись 1100110001. В остальных графах указаны периоды 
последовательностей, формируемых с помощью данных полиномов. Здесь и в дальнейшем 
нижний индекс в обозначении неприводимого полинома hi(x) соответствует показателю сте-
пени корня i данного полинома.  
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Таблица 2  

i в h(x)/
j в h*(x) 

Полином 
hi(x)=x9+…+1 

Период 
i в h(x)/
j в h*(x) 

Полином 
hi(x)=x9+…+1 

Период
i в h(x)/
j в h*(x) 

Полином 
hi(x)=x9+…+1 

Период

 2 3  5 6  8 9 
1 /255 1000010001 511 43/117 1111001011 511 103/51 1010101111 511 
3 /127 1001011001 511 45/93 1001111101 511 107/83 1010100011 511 
5/191 1100110001 511 47/29 1101011011 511 109/75 1101111111 511 
7/63 1010011001 73 51/103 1111010101 511 111/25 1100011111 511 

9/223 1100010011 511 53/87 1010010101 511 117/43 1101001111 511 
11/125 1000101101 511 55/57 1010111101 511 119/35 1000000011 73 
13/95 1001110111 511 57/55 1011110101 511 123/19 1010000111 511 
15/31 1101100001 511 59/39 1011001111 511 125/11 1011010001 511 

17/239 1011011011 511 61/23 1001011111 511 127/3 1001101001 511 
19/123 1110000101 511 63/7 1001100101 73 171/85 1110110101 511 
21/175 1000010111 73 73/219 1011 7 175/21 1110100001 73 
23/61 1111101001 511 75/109 1111111011 511 183/41 1100111011 511 

25/111 1111100011 511 77/91 1101001001 73 187/37 1111011001 511 
27/79 1110001111 511 79/27 1111000111 511 191/5 1000110011 511 
29/47 1101101011 511 83/107 1100010101 511 219/73 1101 7 
31/15 1000011011 511 85/171 1010110111 511 223/9 1100100011 511 

35/119 1100000001 73 87/53 1010100101 511 239/17 1101101101 511 
37/187 1001101111 511 91/77 1001001011 73 255/1 1000100001 511 
39/59 1111001101 511 93/45 1011111001 511    

41/183 1101110011 511 95/13 1110111001 511    

В поле GF(29) имеется 48 примитивных полиномов, с помощью которых можно сфор-
мировать 48 различных МП. Анализ ПВКФ различных пар МП показал, что можно выделить 
16 типов ПВКФ, характеристики которых приведены в табл. 3. Вычисления проводились для 
МП1 с полиномом h1(x)=x9+x4+1 и МПi, которые задавались остальными примитивными по-
линомами hi(x).  

   Таблица 3 
Тип 

ПВКФ 
Полиномы hi(x) 
при i, равном 

Значения (число значений на периоде) 
ПВКФ МП1 и МПi 

1 3, 5, 13, 17, 19, 27, 31, 47, 
59, 87, 103, 171 

–33(120), –1(255), 31(136) 

2 9, 57, –65(28), –1(447), 63(36) 
3 11, 23, 25, 43, 93, 107, 109 –65(1), –33(108), –1(285), 31(108), 63(9) 
4 15, 239 –49(3), –41(27), –33(36), –25(18), –17(63), –9(54), –1(72), 7(100), 

15(45), 23(39), 31(18), 39(18), 47(9), 63(9) 
5 29, 53, 79, 83, 123 –49(12), –33(54), –17(117), –1(147), 15(99), 31(54), 47(27), 79(1) 
6 37, 183 –33(54), –17(135), –1(162), 15(99), 31(27), 47(21), 63(9), 79(1), 95(3) 
7 39, 95 –65(1), –49(3), –33(72), –17(108), –1(144), 15(99), 31(54), 47(30) 
8 41, 187 –113(1), –49(9), –33(63), –17(99), –1(138), 15(138), 31(45), 47(9), 63(9) 
9 45, 125 –49(12), –33(81), –17(63), –1(153), 15(138), 31(37), 47(27) 

10 51, 191 –73(3), –41(9), –33(45), –25(27), –17(54), –9(81), –1(81), 7(82), 15(36), 
23(27), 31(9), 39(27), 47(30) 

11 55, 223 –41(18), –33(27), –25(36), –17(63), –9(72), –1(99), 7(72), 15(36), 23(27), 
31(9), 39(27), 47(21), 87(3), 103(1) 

12 61, 111,  –113(1), –49(9), –33(54), –17(117), –1(147), 15(102), 31(54), 47(27) 
13 75 –33(54), –17(162), –1(108), 15(108), 31(55), 47(18), 63(3), 95(3) 
14 85, 127  –49(18), –33(27), –25(48), –17(45), –9(90), –1(57), 7(64), 15(72), 23(36), 

31(27), 47(9), 55(18) 
15 117 –113(1), –49(3), –33(63), –17(135), –1(108), 15(108), 31(81), 47(9), 63(3) 
16 255 –45(3), –41(9), –37(18), –33(36), –29(18), –25(9), –21(27), –17(27), 

–13(27), –9(36), –5(19), –1(18), 3(45), 7(27), 11(18), 15(45), 19(18), 
23(21), 27(45), 31(9), 35(9), 39(18), 43(9) 
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При выборе произвольной МП с полиномом hi(x) для нахождения полиномов, задающих 
МП с определенным типом ПВКФ, необходимо индексы соответствующих полиномов умно-
жить на индекс i по mod 511. Например, МП с полиномом h29(x) будет иметь ПВКФ 8-го типа 
с двумя МП, задаваемыми полиномами hМП1(x) = h29×41mod511(x)=h117(x) и hМП2(x) = 
=h29×187mod511(x) = h103(x). При вычислениях выбирался наименьший показатель степени  
p-сопряженных корней полиномов. 

Анализ корреляционных свойств МП показал, что выражению (5) удовлетворяет только 
ПВКФ 1-го типа. Таким образом, в конечном поле GF(29) существует 12 ПП МП для МП1, за-
даваемой полиномом h1(x). Соответственно для каждой из 48 МП может быть сформировано 
по 12 предпочтительных пар. Вид ПВКФ ПП МП на примере МП с полиномами h1(х) и h13(х) 
показан на рис. 1. 
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ПВКФ МП: h1(x) и h13(x) 

 
Рис. 1 

В работе [14] показано, что ПП ГМВП формируются на основе ПП МП. При этом МП 
выступают в качестве базисных последовательностей при формировании соответствующих 
ГМВП.  

Если в качестве базисной МП с периодом N=511 выступает МП с проверочным полино-
мом h1(x)=x9+x4+1, то проверочный полином hГ1(x) ГМВП равен произведению трех сомно-
жителей — примитивных полиномов [7]: 
 hГ1(x) = hс1(x)hс2(x)hс3(x) = h3(x)h5(x)h17(x). (6) 

При этом ЭЛС ГМВП будет в три раза больше и равна ls=27. 
В общем случае проверочный полином hГi(x) ГМВП с периодом N=511 определяется 

выражением [7]  
 hГi(x) = h3i(x)h5i(x)h17i(x), (7) 
где индексы вычисляются по mod 511. 

Например, если базисная МП задается проверочным полиномом h19(x)=x9+x8+x7+x2+1 
(см. табл. 2), то проверочный полином ГМВП будет иметь вид 

 hГ19(x) = h57(x)h95(x)h323(x) = h57(x)h95(x)h29(x) = 
 = (x9+x7+x6+x5+x4+x2+1)(x9+x8+x7+x5+x4+x3+1)(x9+x8+x6+x5+x3+x+1). (8) 

Полином h323(x) из выражения (8) отсутствует в табл. 2, поэтому он заменяется на рав-
ный ему полином с индексом, соответствующим наименьшему значению показателя степени 
среди всех p-сопряженных элементовявляющихся корнями данного полинома. 

При определении ПП ГМВП в качестве базисных МП будем рассматривать последова-
тельности, образующие ПП с МП1, т.е. характеризующиеся ПВКФ 1-го типа (табл. 3). Вычис-
ления ПВКФ производятся для ГМВП1 и ГМВПi с полиномами hГ1(x) и hГi(x), определяемыми 
аналогично (8). Вид полиномов-сомножителей hсj(x) полинома hГi(x) для ПП МП представлен 
в табл. 4. Индекс i в hГi(x) соответствует индексу полинома, задающего базисную МП для 
данной ГМВП. Результаты вычислений ПВКФ ГМВП1 и ГМВПi приведены в табл. 5. 
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Таблица 4 

hГi(x) hс1(x) hс2(x) hс3(x) hГi(x) hс1(x) hс2(x) hс3(x) hГi(x) hс1(x) hс2(x) hс3(x) 

hГ1(x) h3(x) h5(x) h17(x) hГ19(x) 57 95 29 hГ87(x) 11 123 79 
hГ3(x) 9 15 51 hГ27(x) 37 29 95 hГ103(x) 107 1 109 
hГ5(x) 15 25 85 hГ31(x) 93 109 1 hГ171(x) 1 43 11 
hГ13(x) 39 9 183 hГ47(x) 53 183 9     
hГ17(x) 51 85 25 hГ59(x) 43 79 123     

 

 Таблица 5 

hГi(x) 
Тип 

ПВКФ 

Число n значений ПВКФ ГМВП1 и ГМВПi при hГ1(x)= h3(x)h5(x)h17(x), при 

R(τ); b(τ) 
55; 
0,11 

47; 
0,09 

39; 
0,08 

31; 
0,06 

23; 
0,05 

15; 
0,03 

7; 
0,01 

–1; 
0,00 

–9; 
–0,02 

–17; 
–0,03 

–25; 
–0,05 

–33; 
–0,06 

–41; 
–0,08 

–49; 
–0,1 

hГ3(x) 1  27  46  108  174  90  39  27 
hГ5(x) 1  27  46  108  174  90  39  27 

13 4 9 18 9 28 36 54 63 57 99 45 54 12 18 9 
17 1  27  46  108  174  90  39  27 
19 3  18 9 37 27 90 63 57 54 54 54 21 9 18 
27 3  18 9 37 27 90 63 57 54 54 54 21 9 18 
31 1  27  46  108  174  90  39  27 
47 2  18 9 19 63 72 63 84 18 45 54 48 9 9 
59 4 9 18 9 28 36 54 63 57 99 45 54 12 18 9 
87 2  18 9 19 63 72 63 84 18 45 54 48 9 9 

103 1  27  46  108  174  90  39  27 
171 1  27  46  108  174  90  39  27 

Анализ ПВКФ пар ГМВП, сформированных на основе ПП МП, показал, что можно вы-
делить четыре типа корреляционных функций, для трех из них максимальное значение моду-
ля не превышает  
 pГ(S) = 1+32(S–1)/2. (9) 

Значения ПВКФ первых трех типов лежат в интервале от –49 до +47. Значения ПВКФ  
4-го типа выходят за рамки данного интервала. 

Для примера на рис. 2 показана ПВКФ 1-го типа, которая является 7-уровневой и при-
нимает следующие значения: 
 R(τ) ϵ {–49(27), –33(39), –17(90), –1(174), +15(108), +31(46), +47(27)}. (10) 

 R() 
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ПВКФ ГМВП: hГ1(x) и hГ3(x) 

 
Рис. 2 

ПВКФ 2-го типа является 13-уровневой и принимает следующие значения: 
 R(τ) ϵ {–49(9), –41(9), –33(48), –25(54), –17(45), –9(18), –1(84), 7(63), 
 15(72), 23(63), +31(19), 39(9), +47(18)}. (11) 

ПВКФ 3-го типа также является 13-уровневой, но имеет другое распределение числа 
значений: 
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 R(τ)  {–49(18), –41(9), –33(21), –25(54), –17(54), –9(54), –1(57), 7(63), 
 15(90), 23(27), +31(37), 39(9), +47(18)}. (12) 

Таким образом, для каждого из 48 примитивных полиномов в конечном поле GF(29) и 
соответственно для каждой из 48 ГМВП с периодом N=511 может быть сформировано по де-
сять предпочтительных пар, удовлетворяющих выражению (9) и включающих шесть ПП с 
ПВКФ 1-го типа вида (10), две ПП с ПВКФ 2-го типа (11) и две ПП с ПВКФ 3-го типа (12). 

Все ПП ГМВП формируются на основе ПП МП, ПВКФ которых является 3-уровневой. 
В отличие от периода N=255, отдельные ПП МП не образуют ПП ГМВП (см. ПВКФ 4-го типа 
в табл. 5). 

ПВКФ всех ПП ГМВП удовлетворяет выражению (9) и может быть как 7-уровневой, так 
и 13-уровневой. При этом максимальное значение модуля ПВКФ не превышает величины 
│R(τ)│≤ 49. 

Структурная скрытность ПП ГМВП в три раза выше, чем у ПП МП.  
Полученные результаты могут быть использованы при формировании СРС в СПЦИ, к 

которым предъявляются повышенные требования по конфиденциальности и помехозащи-
щенности. Также на основе ПП ГМВП возможно формирование производных множеств по-
следовательностей с хорошими корреляционными и структурными свойствами. 
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FORMATION OF PREFERRED PAIRS OF GMB-SEQUENCES WITH THE PERIOD N=511  
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The order of formation of preferred pairs of Gordon–Mills–Welch sequences (GMWS) is determined 

based on the analysis of periodic cross-correlation functions (PCCF) of M-sequences (MS) and GMWS 
with the period N=511. MS and GMWS with the period N=511 are constructed in the finite fields GF(2S) at 
S = 9. Application of preferred pairs of GMWS in digital information transmission systems (DITS) is deter-
mined by their higher structural secrecy as compared to MS, characterized by an equivalent linear com-
plexity (ELC), numerically equal to the degree of verification polynomials used as the base for sequence 
data formation. The preferred pairs of GMWS are shown to be formed on the basis of preferred pairs of 
MS, and each MS acts as a basic sequence in the synthesis of the corresponding GMWS. It is supposed 
that the results on formation of preferred pairs of GMWS with the period of N=511 can be used in noise 
protected digital information transmission systems with increased requirements for confidentiality and 
secrecy, as well as in the synthesis of derived systems of pseudorandom sequences that can be formed in 
extended finite fields. 

Keywords: M-sequences, GMW-sequences, preferred pairs, correlation function, structural 
secrecy, primitive polynomials, finite fields 
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