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Рассматривается задача управления движением мобильного робота вдоль  
заданной гладкой траектории с желаемой скоростью в условиях неопределен-
ности математической модели. Предложены два алгоритма определения мини-
мального расстояния от робота до траектории: точное аналитическое вычисле-
ние и нелинейный наблюдатель, гарантирующий сходимость оценки к истин-
ному значению за сколь угодно малое время. Представлен алгоритм управления 
движением на основе метода последовательного компенсатора, обеспечиваю-
щего ограниченность отклонений робота от заданной траектории.  
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Введение. Работа посвящена системе управления движением мобильного робота по за-
данной гладкой траектории. Предполагается, что математическая модель движения робота 
содержит неизвестные параметры, а функция, описывающая траекторию движения, может 
быть трансцендентной (не имеющей аналитического решения для обратной функции). Такая 
постановка задачи актуальна и достаточно сложна.  

Простейший метод, используемый при синтезе регуляторов траекторного управления, — 
„слежение за морковью“ [1, 2]: на расстоянии взгляда в качестве мгновенной точки цели 
(„точка моркови“) выбирается ближайшая точка траектории. Управляющее воздействие мо-
жет быть определено с помощью пропорционального регулятора по рассогласованию, пред-
ставляющему разницу между направлением движения транспортного средства и направлением 
на выбранную точку. 

Самый популярный геометрический контроллер Pure pursuit [3—6] служит расширением 
метода „слежение за морковью“ [1, 2]: между транспортным средством и точкой назначения 
прокладывается сглаженная кривая, обеспечивающая плавное рулевое управление транспорт-
ным средством и уменьшающая колебательный характер движения при выходе на траекторию. 

В методе Stanely регулятор [7] рулевого управления содержит два слагаемых: рассогла-
сование между углом курса транспортного средства и ориентацией заданной траектории, а 
также дополнительную поправку по отклонению робота от траектории с учетом скорости 
движения.  

Метод Model predictive control (MPC) предполагает использование специальной модели 
при прогнозировании требуемого управляющего входного сигнала для мобильного робота.  
В работе [8] предложен обобщенный прогнозный регулятор, предназначенный для миними-
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зации значения функции затрат, содержащей ошибки между прогнозируемым и желаемым 
углами поворота. Этот способ был реализован позже [9, 10]. Видно, что построение регулято-
ра MPC потребует больших вычислительных ресурсов, особенно при решении задачи опти-
мизации в реальном времени. Точность и надежность метода MPC при прогнозировании  
оптимального воздействия рулевого управления зависят от времени вычислений. Тем не ме-
нее, метод MPC реализован во многих приложениях [11—16]. 

Метод Sliding mode control (SMC) использует стратегию быстрого переключения, чтобы 
управлять и поддерживать движение системы к выбранной скользящей поверхности. Однако 
из-за быстрого переключения вибрация в управляющем сигнале неизбежна, что может при-
вести к серьезным повреждениям привода и оборудования, потери энергии и нежелательным 
помехам [17, 18]. 

Геометрический метод синтеза алгоритмов управления активно развивался в работах 
И. В. Мирошника и его учеников [19—23]. Он предусматривает нелинейное преобразование 
модели движения робота к системе задачно-ориентированных координат  ,s e , такой подход 

дает возможность свести сложную многоканальную задачу управления к ряду простых задач 
компенсации линейных и угловых отклонений, а затем с помощью методов нелинейной ста-
билизации найти адекватные законы управления. 

Существуют подходы к синтезу следящей системы на основе эталонной модели [24, 25]. 
В такой системе траектория задается некоторой функцией, зависящей от времени. На практике 
такая формулировка задачи приводит к проблемам, связанным с отставанием или опережением 
движения объекта от заданной программы, вызванными параметрическими неопределенно-
стями или внешними возмущениями. Для преодоления этой проблемы можно параметризо-
вать желаемую траекторию движения не временем, а длиной пути и ввести в модель системы 
динамику движения этого параметра [24]. Данный метод легко реализует движение вдоль  
полиномиальных кривых, что позволяет лучше спланировать траекторию движения и обес-
печить большую точность следования вдоль нее, но результирующий регулятор имеет доста-
точно громоздкий вид. 

В настоящей работе предлагается новый способ вычисления минимального расстояния 
от робота до заданной траектории, которая представляется гладкой кривой. Предложен осно-
ванный на методе последовательного компенсатора робастный регулятор, обеспечивающий с 
заданной точностью решение задачи движения робота вдоль траектории с ограниченной 
ошибкой, максимальное значение которой может регулироваться с помощью настроечных 
параметров.  

Обобщенная постановка задачи. Рассматривается мобильный робот, движущийся на 
плоскости с координатами     , x t y t , и непрерывная траектория, которая может быть пред-

ставлена гладкой кривой  

 : s sS y x  , 

где  ,s sx y  — координаты некоторой точки, принадлежащей этой кривой (рис. 1).  

Допущение 1. Линейная и угловая скорости движения робота ограничены maxV V , 

max   . 

Допущение 2. Кривизна траектории S  во всем ее протяжении ограничена  

max
1

R
    , 

где   — кривизна траектории, R  — радиус кривизны в точке кривой S . 
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Рис. 1 

Требуется разработать алгоритм траекторного управления мобильным роботом в усло-
виях неопределенности. Регулятор должен обеспечивать отклонение от траектории не более 
заданного значения  : 

  lim
t

e t


  ,     *lim 0
t

V V t


  , (1) 

где  e t  — минимальное расстояние от робота до кривой,   — допустимое отклонение робо-

та от траектории, *V  — заданная скорость движения. 
Математическая модель движения робота. Положение и ориентация робота на плос-

кости определяются линейными координатами  ,x y  в системе координат, связанной с Зем-

лей, и углом рысканья θ . 
Кинематическая модель движения робота описывается следующими уравнениями: 

 
x

y

x v

y v

  
      
      





,  (2) 

где   — угловая скорость робота,  ,x yv v  — вектор линейных скоростей робота в абсолют-

ной системе координат, связанный с вектором скоростей в продольном и поперечном направ-
лениях движения робота: 

  θx x

y y

v V
T

v V

   
   

   
, (3) 

где  ,x yV V  — вектор линейных скоростей робота в продольном и поперечном направлениях 

в системе координат, связанных с курсовым углом;   cosθ sinθ
θ

sinθ     cosθ
T

 
  
 

 — матрица пово-

рота. 
Динамическая модель движения робота описывается уравнениями: 

      x x x x xV t a V t b F t   , 

       , y y y y yV t a V t b F t     (4) 

       ,t a t b M t       

где , , , ,   x y x ya a a b b иb  . — постоянные параметры, значения которых неизвестны, при этом 

 min max, , ,x ya a a a a  ,  min max, , ,x yb b b b b  ; ,  иx yF F M  — действующие на мобильный ро-

бот обобщенные силы и момент, развиваемые движителями, например, колесами. 
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Определение минимального расстояния от робота до заданной траектории. Пусть 

находящаяся на кривой S точка ( * *,x y ) является ближайшей к текущему положению робота 

 ,x y .  

Утверждение 1. Расстояние от робота до кривой определяется выражением 

      2 2* * *e x x x y y    , (5) 

где координаты точки  * *,x y  удовлетворяют соотношениям: 

        
*

* * *arg 0

s

s

s x x

x
x x x x y

x


          
,    * *y x    (6) 

Доказательство. Расстояние от робота до некоторой точки  ,s sx y , лежащей на кри-

вой, определяется соотношением  

          22 2 2
s s s s se x x x y y x x y x        . 

Функция  se x  принимает минимальное значение в точке *
sx x , следовательно, пер-

вая производная функции  se x  в точке *
sx x  равняется нулю: 

             
* *

1
2 2* * 2 * *1

2 2  
2

s s

s s

s sx x x x

e x x
x x y x x x y x

x x



 

                  
 

    

    
*
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x
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откуда следует (5), что и требовалось доказать. 
Замечание. Для некоторых видов кривой S  выражение (6) может иметь аналитиче-

ское решение. В Приложении представлены примеры вычисления минимального расстояния 
от робота до прямой линии и окружности. 

Если выражение (6) не имеет аналитического решения, то расстояние от робота до кри-
вой может быть восстановлено с помощью нелинейного наблюдателя, представленного в 
следующем Утверждении. 

Утверждение 2. Нелинейный наблюдатель вида 

    22 φ ,e x z y z   


 

  ρ , ,z H z x y  , 

 , ,
sign s

s

H x x y

x

 
    

, 

      
, ,

z
H z x y z x z y

z


    


, 

с настроечным параметром 0   обеспечивает выполнение условий 

 *lim 0
t

x z t


  ,      lim 0
t

e t e t


 


. 



612 Хоанг Дык Тхинь, А. А. Пыркин 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2021. Т. 64, № 8 

Доказательство. В основе доказательства лежит допущение 2. При ограниченной кри-

визне траектории существует точка с координатами  * *,x y , ближайшая к роботу, для кото-

рой гладкая функция расстояния от робота до траектории имеет явный минимум. При этом 
первая производная этой функции по аргументу z  будет представлять собой монотонную 
функцию относительно координаты sx . Аналогичные рассуждения можно сделать и для 

функции квадрата расстояния, поскольку функция  se x  положительно определенная. Для 

наглядности на рис. 2 представлен примерный вид функций  2
se x  и 

       2
s s

s s
s s

e x e x
H x e x

x x

 
 

 
 для траектории, удовлетворяющей допущению 2, и фиксиро-

ванных значений x  и y . 

Заметим также, что   * 0
s

s x x
H x


 , при этом если функция  sH x  возрастающая, то 

 , ,
0s

s

H x x y

x





 и 1  . Если ( )sH x  убывающая, то 

 , ,
0s

s

H x x y

x





 и 1   . Поскольку 

аналитический вид функции  sx  известен заранее, то нетрудно найти вид функции  sH x , 

а также знак ее производной  . 
Рассмотрим вспомогательную переменную 

*z x z   

и, полагая, что *x  — медленно меняющаяся переменная ( * 0x  ), вычислим производную пе-
ременной z : 

    
**

0

, ,, , , ,   
z

x z x yz H z x y H x x y H




        
 




= 

   * *, , , , .H x x y H x z x y     
  

Выберем функцию Ляпунова: 
2V z  . 

Вычислим ее производную по времени и с учетом монотонности функции  sH x  получим 

   * *

0

2  2 , , , , 0V zz H x x y H x z x y z



        
  


 , 

откуда следует, что переменная z  асимптотически стремится к нулю. 
Далее получим для    ˆ :e t e t  

            
2 2 22* *ˆe t e t x x y y x z y z         = 

          2 2 22* * * *y x yx x x x z x z          , 

откуда следует асимптотическая сходимость к нулю ошибки оценивания, что и требовалось 
доказать. 

Синтез алгоритма управления движением. Алгоритм управления траекторным дви-
жением вдоль траектории S  сформулируем следующим образом. 

1. Найти ближайшую точку от робота до кривой с координатами  * * ,,x y  удовлетво-

ряющую условию (6): вычислить (см. Приложение) или оценить (см. Утверждение 2). 
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2. Определить расстояние e  от робота до кривой по формуле (5) или оценить (см. Ут-
верждение 2). 

3. Определить угол ориентации касательной к кривой S  в точке  * *,x y . Поскольку 

tg 
 

*
s

s

s x x

x

x





, то значение этого угла можно вычислить по формуле: 

 
*

arctg

s

s

s x x

x

x


   
 
 

 

или воспользоваться алгоритмом оценивания, заменив *x  на оценку z . 

Заметим, что выражение 
 

*
s

s

s x x

x

x





 может быть дробно-рационального вида 

 
 

* *

* *

,

,

m x y

n x y
, в котором знаменатель может принимать нулевые значения. В этом случае необ-

ходимо воспользоваться функцией atg2 (), исключающей деление на нуль: 

    * * * *atg2 , , , .n x y m x y   

4. Установить угол рысканья равным углу ориентации касательной: 
* π
θ σ.

2
   

5. На основе модели (4) сформировать закон управления xF  по заданной скорости *V , 

закон управления M  по заданному углу рысканья *θ .  
6. Движение по курсу существенно быстрее поперечного движения робота, следова-

тельно, робот будет достаточно быстро ориентирован параллельно касательной к кривой S. 
Закон управления yF  синтезировать из соображения движения робота в поперечном направ-

лении на заданное расстояние e . 
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Рис. 2 

При таком подходе движение в трех направлениях (продольном, поперечном и по углу 
рысканья) можно считать независимым с незначительным взаимным влиянием. Модели дви-
жения могут быть описаны с помощью передаточных функций (см. (2), (4)): 
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Законы управления xF , yF , M  для каждого динамического канала при недоступности 

прямым измерениям производных от линейных и угловых отклонений можно сформировать, 
например, с помощью метода последовательного компенсатора [26—28]: 

   1 ;  M k p              , 

   1 ;x x x x x xF k p V         , 

    1 ;y y y y y yF k p e        , (6) 

где θ θ, , ,σ ,σ ,σx y x yk k k  — настроечные коэффициенты, *θ θ θ  , *V V V   — ошибки регу-

лирования. 
Заключение. В работе представлен алгоритм траекторного управления мобильным ро-

ботом в условиях неопределенности математической модели движения, основанный на мето-
де последовательного компенсатора и обеспечивающий ограниченную ошибку ориентации и 
положения. Предложены два алгоритма определения минимального расстояния от текущего 
положения робота до заданной траектории: первый алгоритм аналитический, он дает точное 
значение мгновенного расстояния от робота до кривой, второй предполагает использование 
нелинейного наблюдателя, гарантирующего асимптотическую сходимость оценки кратчай-
шего расстояния от робота до кривой к истинному значению. В дальнейшем планируется 
проведение экспериментальных исследований такого подхода в реальных условиях с выявле-
нием наилучших параметров закона управления. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Пример 1. Пусть траектория движения робота является прямой линией, описываемой 
соотношением: 

 φ μs sx x   , 

где μ, R  — некоторые константы. 
Расстояние от робота до траектории равно: 

       2 2 2 2* * * *μe x x y y x x y x         . 

Из условия 

     
   

* * *

* 2 2* *

2 2μ μ
0

μ

e x x x y x

x
x x y x

      
 

     
 

вычислим координаты *x  

*
2

μ μ

μ 1

x y
x

  



 

и *y  
2

* *
2

μ μ
μ .

μ 1

x y
y x

  
   


 

Далее нетрудно найти аналитическое выражение для траекторной ошибки 

22 2

2 2

μ μ μ

μ 1 1

x y x y
e x y
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   2 22 2 2
2

1

1
x x x y y y x y         

 
 

   2 22
2 2

1
.

1 1

y x
x y y x

  
         
   

 

Пример 2. Пусть траектория движения робота представляет собой окружность радиуса 
R  с центром в точке    μ,C   : 

   2 2 2μs sx y R    , 

или в явном виде 

 
 

 

22

22

μ  ,   ,
φ

μ  ,  .

s s
s

s s

R x y
x

R x y

      
      

 

Пусть sy   , тогда для функции e  имеем:    

       
2

2 2 2 22 μ  .s s s se x x y y x x y R x            
 

 

Из условия 

 
     

 
   

*
2* 2 *

22 **

* 22* 2 *2

2 μ
2 2 μ

2 μ
0

 

x
x x y R x

R xe x

x
x x y R x

 
         

   
 


   

 

или  

       2 2* 2 * 2 * *μ μ μ 0x x R x y R x x
 

           
 

 

найдем выражение для координат *x : 

     2 22 * * 2 *μ μ μ 0x R x y x y R x
 

             
 

, 

      22 * *μ μ μx R x y x      , 

        22 2 22 *μ μ μx R x x y      , 

 
   

*

2 2

μ
μ

 μ

R x
x

x y


 

   
 

и *y : 

 
   

*

2 2
.

μ

R y
y

x y


  

  
 

Далее нетрудно найти аналитическое выражение для вычисления траекторной ошибки 
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2 2

2 2 2 2

μ
μ

 μ μ

R x R y
e x y

x y x y

                           

= 

           

   

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

μ  μ  μ

μ

x x y R y x y R

x y

                  
   

   
= 

   2 2
 μ .x y R      

Аналогичные рассуждения позволяют вычислить отклонение e  при sy   .  
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TRAJECTORY CONTROL OF A MOBILE ROBOT UNDER CONDITIONS OF UNCERTAINTY 

Hoang Duc Thinh, А. А. Pyrkin 

ITMO University, 197101, St. Petersburg, Russia  
E-mail: a.pyrkin@gmail.com 

 
The problem of controlling the movement of a mobile robot along a given smooth trajectory with a 

desired speed under the conditions of uncertainty of the mathematical model is analyzed. Two approaches 
to determining the minimum distance from the robot to the trajectory are considered: an exact analytical 
calculation and application of a nonlinear observer which guarantees the convergence of current estimate 
to the true value in an arbitrarily short time. A motion control algorithm is presented based on the sequen-
tial compensator method, which ensures a limited deviations of the robot from a given trajectory. 

Keywords: robust control, trajectory control, mobile robot 
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