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Аннотация. Исследован ряд основных механизмов формирования реакции опорной поверхности при 
ходьбе человека. В качестве методологии использовались биомеханический анализ движений с учетом фаз дви-
жений стопы. Предложен принципиально новый подход к построению моделей трения стопы с использованием 
функций Эрмита, позволивший учесть ударные импульсы сил трения и нормального давления для оценок коэф-
фициентов трения скольжения и верчения системы „стопа—опорная поверхность“. Практическая значимость 
работы определяется ценностью развития экспериментально-аналитических подходов к задачам модернизации 
ортопедических изделий нижних конечностей (протезов, ортезов, ортопедической обуви и стелек) и их функ-
циональных элементов.  
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Abstract. A number of basic mechanisms of formation of the reaction of the supporting surface during human 

walking are studied. As a methodology, biomechanical analysis of movements is used with the account for the phases of 
foot movements. A fundamentally new approach to the construction of foot friction models using the Hermite functions is 
proposed, which enables accounting for the shock impulses of the friction forces and normal pressure for estimating the 
sliding and spinning friction coefficients of the “foot–support surface” system. The work practical significance is deter-
mined by the value of developing experimental and analytical approaches to the problems of modernizing lower limb 
orthopedic products (prostheses, orthoses, orthopedic shoes and insoles) and their functional elements. 
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Введение. При проведении реабилитационных процедур возникает необходимость в 

управлении медиальным поворотным движением ортезов [1, 2], однако исследованию меха-
ники ротационного контакта пятки и носка стопы ранее не уделялось должного внимания.  
В настоящей статье рассматривается механика ударно-фрикционного взаимодействия пятки и 
носка стопы с опорной поверхностью, которое описывается финитными функциями Эрмита. 
При этом справедлива гипотеза Рауса: ударный импульс силы трения связан с ударным им-
пульсом нормальной силы по закону Кулона. 

Таким образом, при анализе и обработке экспериментальных данных авторы использо-
вали функции Эрмита [3—5] и подходы Рауса [6] к оценке коэффициентов трения скольже-
ния и верчения пятки/носка с учетом ударных импульсов сил трения скольжения/верчения и 
ударных импульсов нормального давления. Отметим, что функции Эрмита являются собст-
венными функциями преобразования Фурье [7, 8], а разложение по функциям Эрмита также 
называют рядами Грам—Чарли [9—11]. 

Организация эксперимента. В настоящей работе использованы данные эксперимен-
тального исследования кинематики и динамики голеностопного сустава. В эксперименте 
принимали участие женщины и мужчины без явных нарушений здоровья, без каких-либо 
травм и хирургических болезней, не являющиеся профессиональными спортсменами. Перед 
проведением испытаний на динамометрической платформе и кинематических исследований в 
оптической маркерной системе с каждого испытуемого снимались антропометрические пока-
затели, необходимые в последующих расчетах. Основные параметры: рост, вес, длина бедра, 
голени, ширина таза и высота тазовых костей, диаметр колен и голени. На динамометриче-
ской платформе, включающей систему из сенсоров (четыре датчика на квадратный санти-
метр), равномерно распределенных по площади платформы, регистрировались распределения 
давления на стопу. Испытания проводились на базе лаборатории кинезиологии и биомехани-
ки Тартуского университета (Эстония) для двух темпов ходьбы: нормального и быстрого. 
Каждый проход повторялся по три раза. Были построены коррелирующие с циклом шага 
графики реакции опоры: силы на пятке, медиально-латеральной силы, силы в вертикальном 
направлении.  
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Рис. 1  
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На рис. 1 представлены экспериментальные данные о составляющих опорных реакций 
стопы. Отметим, что по оси ординат отложены доли цикла шага FG (в случае необходимости 
можно перейти к пространственному или временному пересчету показателей оси). На оси 
абсцисс (стандартный формат представления данных) отложен цикл шага О, выраженный в 
процентах Данные контакта стопы с динамометрической платформой являются основой для 
диагностики и базой при построении моделей. Конкретный вид этих зависимостей имеет 
достаточно устойчивый характер [12—15]. 

Вертикальная составляющая опорных реакций стопы представлена на рис. 1, а — для 
левой и б — для правой ноги. Отметим характерные особенности взаимодействия, согласно 
[12—15]: оно описывается двугорбой кривой с двумя максимумами и одним минимумом. Оба 
максимума и минимум приходятся на период одиночного ударного контакта стопы с опорной 
поверхностью. Минимум вертикальной составляющей реакции опоры приходится точно ме-
жду фазами подъема и падения, что соответствует FG = 77—80 %. Величина максимального 
экстремума вертикальной составляющей опорной реакции стопы (максимума подъема или 
падения) имеет особое название — динамическая опороспособность конечности. При этом 
динамическая опороспособность конечности определяется по тому из двух экстремумов, ко-
торый имеет большее значение в периоде опоры.  

Продольная составляющая опорной реакции стопы представлена на рис. 1, в и г. В пер-
вой половине периода одиночного ударного контакта стопы с опорной поверхностью вектор 
силы, приложенной к опоре со стороны конечности, сонаправлен с направлением движения 
(а вектор реакции опоры направлен в противоположную сторону). В конце периода сила имеет 
обратное направление, а реакция опоры соответствует направлению движения. Поскольку 
направление вектора силы меняется на противоположное, то как раз в середине периода оди-
ночного ударного контакта стопы с опорной поверхностью продольная составляющая реак-
ции опоры проходит через нулевое значение. Данная кривая имеет два главных пика. Первый 
из них отрицательный, второй имеет место при FG = 19—20 %. Первый максимум продоль-
ной составляющей опорной реакции стопы приходится на конец первого периода двойного 
ударного контакта стопы с опорной поверхностью — это максимум торможения. Второй 
максимум продольной составляющей реакции опоры имеет место в начале второго периода 
двойной опоры — это максимум ускорения или отталкивания. 

Поперечная составляющая опорной реакции стопы (рис. 1, д, е) — это наименьшая по 
амплитуде составляющая реакции опоры. Для периода одиночного ударного контакта стопы с 
опорной поверхностью характерны два экстремума с амплитудой FG = 4—5 и 3—4 %.  

Работы [12—15] позволяют уточнить характер взаимодействия стопы с опорной по-
верхностью как ударный с учетом малого периода фаз контакта стопы с опорной поверхно-
стью. Для этого выделяются критические точки составляющей опорной реакции стопы, кото-
рые совпадают с точками пиков продольных реакций. А это означает, что критическая точка 
характерна для пары сил в опорной плоскости, которая реализует процесс трения верчения.  

В задачу исследования входили анализ изменений сил трения скольжения и сил трения 
верчения-скольжения за цикл шага, а также сопоставление их отношений. 

Анализ ударно-фрикционного взаимодействия стопы с опорной поверхностью. Пе-
рейдем к анализу данных с помощью локализированных на конечных отрезках функций Эр-
мита. При этом локализацию будем согласовывать с реальными отрезками контакта пятки и 
носка. Отметим, что эти функции ортогональны и нормированы на всей прямой. Каждая из 
функций (рис. 2) определяет характер фрикционного взаимодействия: 0( )Ф x  локально харак-

теризует как трение скольжения, так и нормальную реакцию, а 1( )Ф x  — трение верчения. 

Вычисленные импульсы реактивных сил позволяют связать коэффициенты трения скольже-
ния с коэффициентами трения верчения систем „пятка/носок—опорная плоскость“.  
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Рис. 2  
Функции Эрмита могут быть представлены с помощью рекуррентных соотношений [3]: 
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Трение верчения. Во время ходьбы формируются ударные моменты пар сил трения на 
пятках и носках, которые будем моделировать обобщенными функциями Эрмита, построен-
ными на базе функций (1): 
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; C, m, D — числовые параметры. 

Введем обозначения: ,h tF F  — экспериментально получаемые данные для фаз „пятка—

носок“ шага. Далее осуществим аппроксимацию этих данных обобщенными функциями Эр-
мита E1. Так как эта функция нечетна, импульсы поперечных сил будем вычислять, принимая 
пределы интегрирования на полусегменте носителя финитной функции Эрмита E1: 
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Соответственно моменты пар ударных импульсов (кинетических моментов) составят: 
 ,L lS  (4) 
l  — плечо. 

Далее на полном сегменте вычисляется ударный импульс нормальной реакции  

 2

1
0

t
N t

S E dt  , (5) 

после чего по определению вычисляется коэффициент трения верчения, имеющий размерность [м]: 

 q
N N

L S
f l

S S
  . (6) 

Здесь безразмерный сомножитель определяет трение скольжения при верчении, связывая 
таким образом модели трения скольжения и верчения. Отметим отличие предложенного подхода 
от подхода к моделированию связанных моделей Галина и Герца в работах [16, 17]. При анализе 
ходьбы используются экспериментальные данные с распределением контактных сил реакций, ха-
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рактерных для финитных функций, являющимся особенностью ударно-фрикционного взаимо-
действия стопы с опорной поверхностью. Поэтому авторы остановили выбор при моделировании 
на функциях Эрмита. Вычисленные импульсы реактивных сил для случая ударного контакта пят-
ки с опорной поверхностью обозначим hS , а ударного контакта носка с опорной поверхностью — 

tS . При этом коэффициенты трения скольжения при верчении определяются так: 

— коэффициент трения поперечного скольжения системы „пятка—поверхность“ 

 h

N

S

S
  ; (7) 

— коэффициент трения поперечного скольжения системы „носок—поверхность“ 

 t

N

S

S
  . (8) 

Трение скольжения. Для моделирования трения продольного скольжения воспользуемся 
четной функцией E0. При этом при расчете импульсов пределы интегрирования будут опреде-
ляться разными значениями t  [t1, t2] для случая ударного контакта пятки с опорной поверхно-
стью S1 и ударного контакта носка с опорной поверхностью S2. Обозначим общий случай как 
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где E0f — функция Эрмита, используемая для моделирования трения продольного скольже-
ния. Далее вычисляется коэффициент продольного трения скольжения: 
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Примеры расчета и обсуждение результатов. В примере использованы данные (табл. 1):  
r — длина стопы; v — скорость движения испытуемого; s — длина шага; t — время цикла 
шага. Величина t позволяет от меры цикла шага переходить к мере времени. Так, например, 
для левой ноги доле цикла шага соответствует величина, равная отношению t=0,49/100, а для 
правой ноги эта мера равна отношению t = 0,44/100. 

          Таблица 1 
Нога r, м v, м/c s, м t, с 
Левая 0,2 1,38 0,68 0,49 
Правая 0,2 1,45 0,65 0,44 

И далее будут использоваться индексы 1 и 2 для параметров обобщенных функций Эр-
мита и вычисляемых механических характеристик: 1 соответствует пятке, а 2 — носку. Так, 
на сегменте [0, 20] обобщенную функцию Эрмита E1

 с параметрами [mq1, Dq1, Cq1, Sq1] обо-
значим как fq1; а на сегменте [40, 54] обобщенную функцию Эрмита E1

 с параметрами  
[mq2, Dq2, Cq2, Sq2] — как fq2. При расчете параметров обобщенной функции Эрмита E0 ис-
пользуется индекс f для характеристики продольной силы трения и v — для характеристики 
нормальной силы. Вычисленные при аппроксимации на Matlab значения этих параметров 
представлены в табл. 2 (m — значения критических точек (согласно [18], это матожидание), 
D — дисперсия распределения). 

      Таблица 2 
Процесс m, м D, м2 C, % S, % 

Верчение 
mq1 = 9,01 Dq1 = 64 Cq1 = 3 Sq1 = 71,21 

mq2 = 45,51 Dq2 = 64 Cq2 = 0,7 Sq2 = 15,95 

Скольжение 
mf1 = 8,22 Df1 = 4,5 Cf1 = 16,03 Sf1 = 257,42 

mf2 = 45,20 Df2 = 8,3 Cf2 = 23,5 Sf2 = 299,46 

Давление 
mv1 = 14,12 Dv1 = 13,87 Cv1 = 106,8 Sv1 = 1666,22 
mv2 = 42,61 Dv2 = 12,78 Cv2 = 108,3 Sv2 = 1361,23 
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Для каждой из троек критических точек имеем: 
— для пятки  

 1 1 1  q f vm m m  , (11) 

— для носка  
 2 2 2    q f vm m m  , (12) 

потому что эти точки определяют критические значения как данных эксперимента, так и 
обобщенных функций Эрмита. Их различие в эксперименте говорит о недостатках программ-
ного обеспечения динамометрических платформ. Для представленных на рис. 1 эксперимен-
тальных данных по формулам (7), (8), (10) рассчитаны коэффициенты трения: поперечное 
скольжение — пятка η = 0,0427, носок τ = 0,0111; продольное скольжение — пятка  
f1 = 0,1545, носок f2 = 0,2202. Заметно отличие коэффициентов трения скольжения при попе-
речном скольжении от продольного. Это наблюдение является общим для процесса ходьбы. 
Именно в силу этого при моделировании ходьбы не следует пренебрегать поперечной состав-
ляющей трения скольжения, потому что она естественно характеризует процесс трения вер-
чения и с необходимостью приводит к построению уравнения для кинетического момента: 
 ,L J   (13) 
где J — момент инерции стопы относительно оси [19], ω — псевдовектор угловой скорости, 
который с учетом (4) может быть вычислен следующим образом: 

 
lS

J
 . (14) 

На рис. 3 и 4 представлены экспериментальные графики ударно-фрикционного взаимо-
действия систем „пятка—опорная поверхность“ Fh и „носок—опорная поверхность“ Ft, со-
поставленные с функциями Эрмита E1. 
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                                             Рис. 3                                                                              Рис. 4 

Здесь для обобщенной функции Эрмита использованы значения из первой строки „вер-
чение“ табл. 2, на рис. 4 — из второй.  

Процесс вращения, представленный рис. 4, по сравнению с рис. 3, характеризуется сме-
ной знака псевдовектора угловой скорости и соответственно кинетического момента  
(т.е. пятка и носок вращаются в противофазе). Известно, что при моделировании ходьбы эти 
закономерности не принимались в расчет. Модели ходьбы, например в [20, 21], ограничива-
лись классическим подходом к моделированию. 

Заключение. При анализе процессов трения в фазах ходьбы 1 (пятка) и 2 (носок) сис-
тематически использовались обобщенные функции Эрмита. Этот подход позволил ввести па-
раметры аппроксимации, имеющие однозначную физическую интерпретацию. Обработка 
данных эксперимента с учетом гипотезы Рауса об ударных импульсах показала, что переход 
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от фазы к фазе при ходьбе играет ключевую роль для построения ее модели и здесь необходимо 
учитывать: циклическое изменение коэффициентов трения при переходе от фазы к фазе; цик-
лическое изменение знака кинетического момента; условия для троек критических точек. 
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