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Аннотация. Рассмотрена задача адаптивного управления многоканальными нелинейными системами с неучтенной 
входной динамикой в условиях параметрически неопределенных возмущений. Показано, как с помощью подхода 
на основе „постобрабатывающей“ настраиваемой внутренней модели можно обеспечить компенсацию гармониче-
ских внешних возмущений. Синтез алгоритма адаптации произведен на основе анализа устойчивости замкнутой 
системы при помощи функций Ляпунова.
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Введение.  Задача управления объектом в условиях возмущений и неопределенностей 
является одной из классических в теории автоматического управления. Одним из широко из-
вестных подходов к ее решению является использование принципа внутренней модели, который 
заключается в дополнении системы параметризованной моделью возмущений и сведении за-
дачи к стабилизации получившейся агрегированной системы, состоящей из моделей объекта и 
возмущений [1, 2]. Задача осложняется, когда неизвестны параметры, характеризующие модель 
возмущений (например, частоты). Для решения такой задачи в работе [3] предложен синтез 
адаптивной внутренней модели для нелинейных систем с одним входом и одним выходом, а в 
работе [4] представлено решение для многоканальных линейных систем. Другой задачей яв-
ляется исследование робастности устойчивой и обладающей быстрым переходным процессом 
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системы по отношению к неучтенной входной динамике. В работе [5] такой анализ выполнен 
для многоканальных линейных систем, однако для класса нелинейных систем проблема сохра-
няет актуальность. В настоящей работе в качестве развития упомянутых результатов предложен 
подход к решению задачи адаптивного управления многоканальными нелинейными системами 
с неучтенной входной динамикой в условиях параметрически неопределенных возмущений.

Постановка задачи. Рассмотрим многоканальную нелинейную систему 

	 w = S(ρ)w,
	 ẋ = f(w, x, v, ϱ), e = h(w, x, ϱ),	 (1)
	 μẋ0 = A0x0 + B0u, v = C0x0,

где x ∈ ℝn — вектор состояния; e ∈ ℝm — вектор регулируемых переменных; ϱ, ρ — векторы 
неизвестных параметров; f(w, x, v, ϱ) и h(w, x, ϱ) — гладкие функции такие, что f(0, 0, 0, ϱ) = 0 
и h(0, 0, ϱ) = 0 для всех ϱ; w ∈ ℝd — вектор возмущений; v ∈ ℝm — вектор управления, являю
щийся выходным сигналом неучтенной входной динамики с вектором состояния x0 ∈ ℝn0 и 
вектором управления u ∈ ℝm; μ ≥ 0 — коэффициент, определяющий скорость переходного 
процесса неучтенной динамики; матрицы A0, B0, C0 такие, что C0 A0

–1B0 = –I. 
Допущение 1. Система ẋ = f(w, x, v, ϱ) является минимально-фазовой и может быть преобра-

зована к нормальной форме с векторной относительной степенью {r1, …, rm} (см. определение 
9.6 в [6]) вида

	 ż = f0(w, z, ξ, ϱ),

	 ξi,j = ξi,j+1, i = 1, …, m, j = 1, …, ri – 1, ri ≥ 1,	 (2)

	 ξi,ri = qi(w, z, ξ, ϱ) + Bi(e, ϱ)v,

где z ∈ ℝnz и ξ = col(ξ1, …, ξm) ∈ ℝr1+…+rm при ξi = col(ξi,1, …, ξi,ri) ∈ ℝri; f0(w, z, ξ, ϱ), qi(w, z, ξ, ϱ) —  
гладкие функции такие, что f0(0, 0, 0, ϱ) = 0, qi(0, 0, 0, ϱ) = 0 для всех ϱ.

Допущение 2. Матрица B(e, ϱ) = �
B1(e, ϱ)

⋮
Bm (e, ϱ)

� такая, что

	 0 < λminI ≤ B(e, ϱ) ≤ λmaxI,

где λmin, λmax — минимальное и максимальное собственные числа матрицы B(e, ϱ).
Допущение 3. Существует невырожденная матрица B ∈ ℝm×m такая, что

	 B(e, ϱ)B–1 + (B–1)TBT(e, ϱ) ≥ I.

Допущение 4. Существуют отображения x = π(w, ϱ), x0 = π0(w, ϱ), u = ψ(w, ϱ) такие, что 
π(0, ϱ) = 0, π0(0, ϱ) = 0, ψ(0, ϱ) = 0 при всех ϱ, удовлетворяющие выражениям

	
∂�(w, ϱ)

∂w
S(ρ) = f(w, π(w, ϱ), C0π0(w, ϱ), ϱ), 0 = h(w, π(w, ϱ), ϱ),

	
∂�0(w, ϱ)

∂w
S(ρ) = A0π0(w, ϱ) + B0ψ(w, ϱ).	

Целью настоящей статьи является разработка закона управления u(t) для системы (1) при 
μ = 0 такого, что траектории замкнутой системы ограничены и выполняется lim

t→∞
||e(t)|| = 0.
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Основной результат. Известно, что может быть выполнена замена переменных, с помо-
щью которой минимально-фазовая система (2) с векторной относительной степенью {r1, …, rm}  
от входа v к выходу e может быть преобразована к системе с векторной относительной степе-
нью {1, …, 1} от входного сигнала v к соответствующим образом заданному новому выход-
ному, которая также является минимально-фазовой [7, 8]. Заметим, что полученный новый 
выходной сигнал на практике не всегда доступен измерению, однако его оценка может быть 
 про изведена с помощью наблюдателя с высоким коэффициентом усиления. С учетом этого 
без потери  общности будем рассматривать систему с векторной относительной степенью 
{1, …, 1} вида

	 ż = f0(w, z, e, ϱ),
	 ė = q(w, z, e, ϱ) + B(e, ϱ)v.

Предположим, что ρ известно и μ = 0, а следовательно, v = –C0 A0
–1B0u = u. Выберем закон 

управления на основе внутренней модели

	 η = Fη + G(γ(η, ρ) + e),
	 u = –kB–1(γ(η, ρ) + e),	

(3)

где F = Im ⊗ F0, F0 ∈ ℝd×d — гурвицева матрица, G = Im ⊗ G0, G0 = [0 … 0 1]T ∈ ℝd, γ(η, ρ) =  
= col(γ1(η1, ρ), …, γm(ηm, ρ)), γi(ηi, ρ) ∈ ℝ, η = col(η1, …, ηm), η1 ∈ ℝd, k > 0 — настроечный ко-
эффициент регулятора. Применяя закон управления (3), получим замкнутую систему

	 ż = f0(w, z, e, ϱ),
	 η = Fη + G(γ(η, ρ) + e),
	 ė = q(w, z, e, ϱ) – kB(e, ϱ)B–1(γ(η, ρ) + e).	

Рассмотрим установившиеся значения η = σ(w, ϱ), z = πz(w, ϱ) и функцию ψ(w, ϱ) =  
= B–1(0, ϱ)q(w, π(w, ϱ), 0, ϱ). Следуя [7, 8], выполним замену переменных z = z – πz(w, ϱ),  
η = η – σ(w, ϱ), e = e + γ(η + σ(w, ϱ), ρ) – 

1
k
Bψ(w, ϱ) и получим систему

	 z = f0(w, z + π(w, ϱ), φ0(w, η, e), ϱ) – f0(w, πz(w, ϱ), 0, ϱ),
	 η = Fη + Ge,	 (4)
	 e = φ1(w, η, e) + φ2(w, z, η, e) – kB(φ0(w, η, e), ϱ)B–1e,

где

	 φ0(w, η, e) = e – γ(η + σ(w, ϱ), ρ) + 
1
k
Bψ(w, ϱ),

φ1(w, η, e) = � γ(η + σ(w, ϱ), ρ) – 
1
k
Bψ(w, ϱ)��Fσ(w, ϱ) + 

1
k
GBψ(w, ϱ)� + γ(η + σ(w, ϱ), ρ)(Fη + Ge),

	 φ2(w, z, η, e) = q(w, z + πz(w, ϱ), φ0(w, η, e)) – B(e, ϱ)ψ(w, ϱ).

Применяя рассуждения, аналогичные приведенным в работах [7, 8], можно показать, что 
существует некоторое значение k* > 0 такое, что при k > k* система (4) полуглобально асим-
птотически устойчива.
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Рассмотрим функцию γ(η, ρ) = Γ(ρ) = Im ⊗ Γ0(ρ), Γ0(ρ) ∈ ℝ1×d, где F0 + G0Γ0(ρ) = S(ρ), 
для случая, когда ρ неизвестно. Выберем закон управления на основе адаптивной внутренней 
модели

	 η = Fη + G(Γη + e),
	 u = –kB–1(Γη + e),	 (5)

где Γ — оценка матрицы Γ(ρ) вида Γ = Im ⊗ Γ0, Γ0(ρ) ∈ ℝ1×d. Введем сигнал невязки Γ = Γ – Γ(ρ) =  
= Im ⊗ Γ0, Γ0(ρ) ∈ ℝ1×d, тогда замкнутая система примет вид

	 ż = f0(w, z, e, ϱ),
	 η = Fη + G(Γ(ρ)η + e) + GΓη,

	 ė = q(w, z, e, ϱ) – kB(e, ϱ)B–1(Γ(ρ)η + e) – kB(e, ϱ)B–1Γη.	

Выполним замену переменных χ = η + 
1
k
GBB–1(e, ϱ)e и получим систему

	 ż = f0(w, z, e, ϱ),

	 η = Fχ – 1
k
�FGBB–1(e, ϱ)e – GBB–1(e, ϱ)q(w, z, e, ϱ) – GB d

dt
(B–1(e, ϱ))e�,	 (6)

	 ė = q(w, z, e, ϱ) – kB(e, ϱ)B–1(Γ(ρ)�χ – 
1
k
GBB–1(e, ϱ)e�η + e) – kB(e, ϱ)B–1Γη.

Выполним замену переменных z = z – πz(w, ϱ), χ = χ – σ(w, ϱ) и получим систему

	 z = f0(w, z + πz(w, ϱ), e(w, η, e), ϱ) – f0(w, πz(w, ϱ), 0, ϱ),

	 χ = Fχ – 
1
k
�FGBB–1(e, ϱ)e – GBB–1(e, ϱ)q(w, z, e, ϱ) – GB d

dt
(B–1(e, ϱ))e + GBψ(w, ϱ)�,	 (7)

	 ė = q(w, z + πz(w, ϱ)e, ϱ) – kB(e, ϱ)B–1�Γ(ρ)�χ + σ(w, ϱ) – 
1
k
GBB–1(e, ϱ)e� + e� – kB(e, ϱ)B–1Γη.

Заметим, что система, описываемая первым выражением (7), в силу свойства мини-
мальной фазовости является устойчивой по входу-состоянию, а следовательно, существуют 
положительно определенные функции Vz(z) и α1(z) ≥ β1||(z)||2 при некотором β1 > 0 такие, что  
d
dt

V1(z) ≤ α1(z). Система, описываемая первым и вторым выражениями в (7), в силу гурви-

цевости матрицы F является также устойчивой по входу-состоянию, а следовательно, суще-
ствуют положительно определенные функции V2(z, χ) = V1(z) + χTPχ, где P = PT > 0 такая, что  

PF + FTP < 0, и α2(z, χ) ≥ β2||(z, χ)||2 при некотором β2 > 0 такие, что 
d
dt

V2(z, χ) ≤ –α2(z, χ). 

Система (7) при Γ = 0 и достаточно высоком значении k > k* является полуглобально асим-

птотически устойчивой, а следовательно, существуют положительно определенные функции  

V3(z, χ, e) = V2(z, χ) + 
1
2
eTe и α3(z, χ, e) ≥ β3||(z, χ, e)||2 при некотором β3 > 0 такие, что 

d
dt

V3(z, χ, e) ≤ 

≤ –α2(z, χ, e).
Рассмотрим функцию-кандидата Ляпунова V4(z, χ, e, Γ0) = V3(z, χ, e) + kΓ0Γ0

T, дифферен-
цируя которую по траекториям системы (7), получим
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d
dt

V4(z, χ, e, Γ0) ≤ –α3(z, χ, e) – keTB(e, ϱ)B–1Γη + kΓ0Γ0
T.	 (8)

Заметим, что eTΓη = Γ0[η1 … ηm]e = Γ0∑
m

i=1
ηiei, а также Γ0

T = Γ0
T, с учетом чего выберем закон 

адаптации Γ0
T(η, e) как

	 Γ0
T(η, e) = [η1 … ηm]e = ∑

m

i=1
ηiei,	 (9)

тогда неравенство (8) примет вид

	
d
dt

V4(z, χ, e, Γ0) ≤ –α3(z, χ, e) – keTB(e, ϱ)B–1 – I)Γη.	

Выберем матрицу B такую, что ||(B(e, ϱ) – B) B–1||1 ≤ 
δ
k

 и δ < 1, тогда

	
d
dt

V4(z, χ, e, Γ0) ≤ –α3(z, χ, e) + δ||eTΓη||,	

где с учетом α3(z, χ, e) ≥ β3||(z, χ, e)||2 выберем β3 такой, что

	
d
dt

V4(z, χ, e, Γ0) ≤ –α3(z, χ, e),	

откуда следует полуглобальная асимптотическая устойчивость системы (7).
Вернемся к случаю μ > 0. Выберем закон управления на основе адаптивной внутренней 

модели (5) и получим замкнутую систему

	 ż = f0(w, z, e, ϱ),
	 η = Fη + G(Γ(ρ)η + e) + GΓη,

	 ė = q(w, z, e, ϱ) + B(e, ϱ)C0x0,

	 μẋ0 = A0x0 – kB0B–1(Γ(ρ)η + e) – kB0B–1Γη.

Выполним замену переменных y = x0 – k A0
–1B0B–1(Γ(ρ)η + e + Γη) и получим

	 ż = f0(w, z, e, ϱ),
	 η = Fη + G(Γ(ρ)η + e) + GΓη,

	 ė = q(w, z, e, ϱ) – kB(e, ϱ)B–1(Γ(ρ)η + e) – kB(e, ϱ)B–1Γη + B(e, ϱ)C0y,

	 μy = A0y – μk A0
–1B0B–1 d

dt
(Γ(ρ)η + e + Γη).

Заметим, что система, описываемая первыми тремя выражениями, является устойчивой по 
входу-состоянию, поскольку при y = 0 совпадает с системой (6), для которой показана полугло-
бальная асимптотическая устойчивость при достаточно высоком значении k. Выполним замену 
переменных z = z – πz(w, ϱ), χ = η + 

1
k
GBB–1(e, ϱ)e – σ(w, ϱ), y = y – π0(w, ϱ) и получим систему

	 Ẋ = ℱ1(X) + 𝒢1y ,	
(10)

	 y = ℱ2(X, y) + μ–1A0y,
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где X = col(z, χ, e, Γ0) и ℱ1(X), ℱ2(X, y), 𝒢1 — матричные функции соответствующих размерно-
стей. Определим множество 𝒜 = {X: (z , χ , e, Γ0) = 0}. Пусть начальные условия (X(0), y (0)) 
принадлежат компактному множеству ℬ × Y, где ℬ включает 𝒜 и Y = {y  ∈ ℝm: ||y || ≤ R}. Как 
показано выше, при достаточно высоком значении k система Ẋ = ℱ1(X) является полуглобаль-
но асимптотически устойчивой, а следовательно, инвариантное множество 𝒜 устойчиво по 
Ляпунову и предельное множество (см. определение B.4 в [6]) имеет вид ω(ℬ) = 𝒜. Для каждого 
ε0 > 0 и ε > 0 существует T > 0 такое, что из dist(X(0), 𝒜) ≤ ε0 следует dist(X(0), 𝒜) ≤ ε для всех 
t ≥ T. Обратим внимание, что матрица ℱ2(X, 0) = 0 для всех X ∈ 𝒜 и A0 является гурвицевой. 
Таким образом, для полученной системы сформулируем следующее утверждение.

Утверждение. Существует значение μ* такое, что при 0 < μ ≤ μ* все траектории системы 
(10) ограничены и lim

t→∞
dist(X(t), 𝒜) = 0, откуда следует lim

t→∞
  ||e(t)|| = 0.

Заключение. В работе рассмотрено решение задачи адаптивного управления многоканаль-
ными нелинейными системами с неучтенной входной динамикой в условиях параметрически 
неопределенных возмущений. Предлагаемый подход основан на применении „постобрабаты-
вающей“ настраиваемой внутренней модели (5), (9). Рассмотрен случай системы с векторной 
относительной степенью {1, …, 1} от входа v к выходу e, однако с помощью наблюдателя с 
высоким коэффициентом усиления подход может быть применен для систем с векторной отно-
сительной степенью {r1, … rm} от входа v к выходу e.
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