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Проанализированы особенности построения фильтров Лагерра, обоснована це-
лесообразность их применения при статистической идентификации динамиче-
ских систем. Рассматривается алгоритм определения коэффициентов разложе-
ния импульсной переходной функции в ряд Лагерра.  
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Одним из перспективных методов оценки технического состояния сложных систем 
управления является идентификация по динамическим характеристикам, которая отличается 
широкими возможностями фильтрации помех и возмущений. Под идентификацией системы 
понимают определение структуры и параметров ее математической модели, которые обеспе-
чивают наилучшую близость выходных величин модели и объекта при одинаковых входных 
воздействиях [1]. Задача идентификации систем в общем случае сводится к определению 
оператора модели динамической системы, преобразующего ее входные воздействия в выход-
ные величины. Для определения этого оператора все более широко применяется статистиче-
ская идентификация в базисе ортогональных функций [2]. 

В большинстве известных устройств статистической идентификации, использующих 
принцип ортогонального разложения оператора идентифицируемой системы, реализуется не-
явная „замкнутая“ процедура идентификации [3—6]. Наряду с достоинствами (нежесткие 
требования к точности операции умножения, высокая помехоустойчивость) им свойственны 
недостатки: большая сложность и длительность идентификации [5, 6]. 

Для идентификации динамических систем целесообразно использовать функции Лагер-
ра, Чебышева и Уолша [2, 7] с наборами ортогональных фильтров, которые должны иметь 
импульсные переходные функции, описываемые соответствующей системой функций ( )kϕ τ , 
с энергетическим спектром входного сигнала, соответствующим преобразованию Фурье. Из-
вестные методы идентификации не учитывают, что быстродействие динамических систем 
может существенно различаться. Это приводит к увеличению числа членов разложения им-
пульсной переходной функции ( )ω τ  в ряд и к снижению достоверности результатов иденти-
фикации. 

В настоящей статье рассматривается метод идентификации линейных динамических 
систем на основе фильтров Лагерра, позволяющий повысить точность идентификации за счет 
использования при разложении функции ( )ω τ  масштабирующих коэффициентов. 

Один из основных подходов к статистической идентификации линейных систем осно-
ван на разложении импульсной переходной функции ( )ω τ в ряд  
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по некоторой системе функций { }( )kϕ τ , где { }( ) ( )k kF τ = ϕ τ  — оператор преобразования.
На практике используется конечное число коэффициентов разложения kµ  (1). Приме-

нив к (1) преобразование Лапласа и перейдя в частотную область, получим выражение для 
оператора идентифицируемой системы 
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где { }( ) ( )k kF p L= ϕ τ  при p j= ω  представляет собой преобразование по Фурье функций
( )kϕ τ . Операторы системы ( )kF p  и ( )kF jω  принято называть фильтрами. 
Модель системы в виде уравнения (2) при конечном числе m членов разложения и схема 

формирования погрешности идентификации e(t) представлены на рис. 1, здесь x(t) и y(t) — 
соответственно входной и выходной сигналы объекта идентификации; n(t) — внешний (воз-
мущающий) сигнал, определяющий шум измерений; 0 1, , , , ,k mβ β β β… …  — коэффициенты 

разложения; Σ — условное обозначение блока суммирования сигналов; 
0

( ) ( )
m

k k
k

G j F j
=

ω = µ ω∑  — 

оператор модели идентифицируемой системы. 
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Рис. 1 

Ряд (1) аппроксимирует импульсную переходную функцию системы наиболее точно, 
если значения времени затухания переходных процессов в системе и в цепи фильтров совпа-
дают. 

Коэффициенты разложения kµ  в уравнениях (1) и (2) определяются следующим выра-
жением [7]: 

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

k j k j j
k ja a a

d d d
≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟µ = ω τ ϕ τ γ τ τ − ϕ τ ϕ τ γ τ τ ϕ τ γ τ τ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫ ∫ ∫ , 
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где ( )γ τ — некоторая произвольная функция времени, определяющая вес ортогональной сис-
темы функций { }( )kϕ τ ; ( )jϕ τ  — j-я функция разложения импульсной переходной функции;

(a, b) — интервал ортогонализации функции ( )kϕ τ . 
Выбором системы взаимно ортогональных функций [7] можно добиться взаимной неза-

висимости коэффициентов kµ . В этом случае синтезируемые фильтры должны обеспечивать 
выполнение условия 

( ) ( ) ( ) ,
b

kj k j
a

dδ = ϕ τ ϕ τ γ τ τ∫

где kjδ  — параметр (символ Кронекера), принимающий значение 0, если k≠j, и 1, если k=j;  

а выражение для вычисления коэффициентов разложения kµ  примет следующий вид: 

( ) ( ) ( ) .
b

k k
a

dµ = ω τ ϕ τ γ τ τ∫ (3)

Непосредственное определение коэффициентов разложения по формуле (3) практически 
невозможно, так как неизвестна весовая функция системы ( )ω τ . Синтезируя рабочий алго-
ритм вычисления коэффициентов kµ , запишем выражение корреляционной функции по-
грешности, формируемой согласно схеме, представленной на рис. 1. 

Вследствие статистической независимости входного сигнала системы ( )x t  и шума из-
мерений ( )n t  для спектральных плотностей сигналов выполняется следующее условие: 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),ee nn xxS S W j G j W j G j Sω = ω + ω − ω − ω − − ω ω   (4)

где ( )eeS ω , ( )nnS ω , ( )xxS ω  — соответственно спектральная плотность мощности погрешно-
сти аппроксимации ( )e t , мощности шума измерений ( )n t  и входного сигнала. 

Применив к равенству (4) обратное преобразование Фурье, получим 

( ) ( )1( ) ( ) { ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}ee nn xxR R F W j G j W j G j S−τ = τ + ω − ω − ω − − ω ω , (5)

где ( )eeR τ , ( )nnR τ  — соответственно корреляционные функции погрешности аппроксимации 
и шума измерений. 

Поскольку 2(0) { ( )}eeR M e t= , где M  — оператор математического ожидания, то с уче-
том того, что exp( ) 1j− ωτ =  при 0τ = , выражение (5) примет вид 

( ) ( )2 1{ ( )} (0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
2nn xxM e t R W j G j W j G j S d

∞

−∞

= + ω − ω − ω − − ω ω ω
π ∫

Коэффициенты kµ , полученные из условия минимума функции 2{ ( )}M e t , в предполо-
жении, что входной сигнал является белым шумом со спектральной плотностью ( )xxS ω , оп-
ределяются выражением 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )k k k k kF j W j F j W j d F j F j d
∞ ∞

−∞ −∞

µ = ω − ω + − ω ω ω ω − ω ω∫ ∫ . 

Используя теорему Парсеваля, а также учитывая условия физической реализуемости 
сигналов и конечность времени интегрирования, получим алгоритм вычисления коэффициен-
тов kµ  во временной области: 
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2

0 0

( ) ( ) ( ) ,
T T

k k ky t u t dt u t dtµ = ∫ ∫ (6)

где ( )y t  — реакция системы на входной сигнал ( )u t  типа белого шума; ( )ku t  — реакция k-го 
ортогонального фильтра на тот же входной сигнал ( )u t ; Т — время интегрирования. 

Процедура оценивания коэффициентов kµ  может быть реализована, например, в соот-
ветствии с рис. 2, на котором введены следующие обозначения: 0 1( ), ( ), , ( )mu t u t u t…  — вы-
ходные сигналы соответствующих фильтров; БУ1 и БУ2 — блоки умножения; БИ1 и БИ2 — 
блоки интегрирования; БД — блок деления; БГ — блок генерации импульсов. 
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Рис. 2 
Модель идентифицируемого динамического объекта в виде (1) содержит ортонормиро-

ванную систему функций ( )kϕ τ . Наборы таких взаимно ортогональных функций могут быть 
получены разными способами. Рассмотрим особенности применения фильтров Лагерра [3], 
которые образуют полную систему ортонормированных функций и весьма удобны для реше-
ния задач идентификации объектов исследования. 

При практическом разложении импульсной переходной функции системы в ряд (1) ис-
пользуются лишь первые m членов разложения, остальными можно пренебречь лишь в слу-
чае, когда для коэффициентов kµ  выполняется условие 

2 2

0 1

m

k k
k k m

∞

= = +
µ >> µ∑ ∑ .

Поскольку различные динамические объекты могут существенно различаться по быст-
родействию, для увеличения скорости сходимости ряда (1) при фиксированном числе его чле-

нов (т.е. для увеличения значения 2

0

m

k
k=

µ∑ ) целесообразно производить разложение импульс-

ной переходной функции системы ( )ω τ в ряд (1) не по функциям ( )kϕ τ , а по функциям 
( )kϕ ρτ , где ρ  — масштабирующий коэффициент. 
Используя взаимно ортогональные на интервале [0, ]∞  функции Лагерра 
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( j
kC  — число сочетаний из k по j), подстановкой 2xτ = α  можно получить систему взаимно 

ортогональных преобразованных функций Лагерра ( )kl τ . Такой подход позволяет варьиро-
вать скорость затухания переходных процессов в цепи фильтров, изменяя значения параметра 
(масштабного коэффициента) α . 

Обозначим коэффициенты разложения импульсной переходной функции в ряд (1) при 
использовании фильтров Лагерра ( )kl τ  через коэффициенты kβ  (см. рис. 1). При этом фор-
мула (6) примет вид 

 2

0 0

( ) ( ) ( )
T T

k k ky t u t dt u t dtβ = ∫ ∫ .  (7) 

Применив преобразование Лапласа, получим: 

2( ) { ( )} .
k

k k
pL p L l

p pα
⎛ ⎞α −α

= τ = ⎜ ⎟+ α +α⎝ ⎠
 

Легко видеть, что каждый последующий фильтр Лагерра может быть получен из преды-
дущего последовательным подключением к нему звена с передаточной функцией 

ф ( ) ( ) / ( )W p p p= −α +α . 
При этом нулевой фильтр представляет собой апериодическое звено с постоянной вре-

мени 1/T = α  и коэффициентом усиления 2yK = α . 

Для вычисления коэффициентов kβ  по формуле (7) целесообразно принять 1yK = . Это 
обусловлено тем, что нормирование функций происходит в процессе вычисления коэффици-
ентов kβ  и при выбранном коэффициенте усиления нулевого фильтра диапазон входных и 
выходных сигналов одинаков. 

Таким образом, передаточная функция нулевого ортогонального фильтра Лагерра опре-
делится выражением 

0 ( ) ( )L p p= α +α . 
Звено с передаточной функцией ф ( )W p  представляет собой фазовращатель. При этом 

комплексный коэффициент передачи звена определяется выражением 
2 2

ф 2 2 2 2
2( ) cos sin exp( )W j j j jω −α ωα

ω = ϕ+ ϕ = ϕ = +
ω +α ω +α

. 

Таким образом, при прохождении сигнала через звено с передаточной функцией 
ф ( )W jω  его амплитуда не меняется, но происходит задержка по фазе, зависящая от частоты, в 

соответствии с выражением 

2 2 2 2
2 2( ) arctg arctgωα ωα

ϕ ω = = π−
ω −α α −ω

. 

Для идентификации динамических систем разработаны устройства, позволяющие вы-
числять первые пять коэффициентов разложения импульсной переходной функции иденти-
фицируемого объекта в ряд Фурье по функциям Лагерра [2]. С их помощью возможна прямая 
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(разомкнутая) процедура идентификации. Зная число измеряемых и оптимизируемых коэф-
фициентов разложения, можно вычислить оптимальное значение параметра α . Критерием 
оптимальности аппроксимации можно считать равенство нулю (k+1)-го коэффициента раз-
ложения kβ . При этом значения длительности исследуемого сигнала и функций Лагерра, ис-
пользуемых для аппроксимации, будут близки. 

Рассмотренный алгоритм разложения импульсной переходной функции в ряд Лагерра 
был успешно реализован при техническом диагностировании систем управления электропри-
водами. При этом было установлено, что уже для пяти членов разложения достигается необ-
ходимая точность идентификации параметров системы, что определяет возможность практи-
ческого использования для решения задачи статистической идентификации специальных 
технических устройств. 
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