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Для непрерывных линейных динамических объектов с одним входом и выхо-
дом разработана процедура синтеза полиномиальных, в частности линейно-
квадратичных, законов управления. Применение таких законов управления по-
зволяет повысить скорость сходимости процессов при больших отклонениях с 
сохранением качественных показателей процессов при малых отклонениях. 
Синтез законов управления производится на основе использования методов 
теории оптимального управления посредством решения модифицированного 
уравнения Риккати. Доказывается, что используемые законы управления не на-
рушают свойства асимптотической или экспоненциальной устойчивости в зави-
симости от выбранного при проектировании типа устойчивости.  

Ключевые слова: линейно-квадратичные законы управления, критерии опти-
мальности, экспоненциальная устойчивость, матричные уравнения Риккати и 
Ляпунова 

Введение. Методы теории оптимального управления широко используются для синтеза 
линейных законов управления непрерывными стационарными объектами, обеспечивающих 
тот или иной вид устойчивости замкнутой системы, а следовательно, и требуемые показатели 
качества [1—9]. В настоящей статье предпринята попытка распространения этих методов для 
формирования полиномиальных законов управления непрерывными стационарными объек-
тами с целью повышения скорости сходимости процессов при больших начальных отклоне-
ниях с последующим замедлением сходимости при малых отклонениях для обеспечения та-
ких качественных показателей, как перерегулирование и колебательность процессов. Для ре-
шения задачи синтеза законов управления используется модифицированное уравнение Рик-
кати, позволяющее искать управление как линейную функцию состояний объекта, которое и 
используется для формирования полиномиальных управляющих воздействий. Доказывается, 
что подобные законы управления сохраняют свойство асимптотической или экспоненциаль-
ной устойчивости в зависимости от того, какой вид устойчивости был заложен при поиске 
линейного закона управления при решении уравнения Риккати.  

Постановка задачи. Рассмотрим линейный непрерывный стационарный объект управ-
ления (ОУ), уравнение движения которого имеет вид 

      ,x t Ax t Bu t    (1)

где x — n-мерный вектор состояния ОУ, u — скалярное управляющее воздействие, А — nn-
квадратная матрица с постоянными коэффициентами, B — n1-матрица входов.  

Сформируем закон управления в виде 
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где l = k/2, если k — четное число, и l = k+1/2, если k — нечетное число, при этом k определя-
ет число членов формирующего управления (2); u0 — номинальное управляющее воздействие 
как линейная функция вектора состояния  
  0 ( ) ( )u t Kx t  , (3)

где K — 1n-матрица линейных стационарных обратных связей (ЛСОС), элементы которой 
определяют коэффициенты обратных связей по соответствующим переменным вектора со-
стояний x(t); при этом предполагается, что все переменные вектора состояния доступны для 
измерения.  

Таким образом, формируемое управление (2) представляет собой полином степени k от 
номинального управления (3) .  

Ставится задача, с использованием методов теории оптимального управления, опреде-
ления таких матриц ЛСОС, которые в замкнутой системе для объектов управления (1) с зако-
нами управления вида (2), (3) обеспечивают экспоненциальную устойчивость, тесно связан-
ную с таким показателем качества процессов, как быстродействие (время переходного про-
цесса).  

Основной результат. Синтез линейного закона управления с использованием методов 
теории оптимального управления для стационарного непрерывного объекта управления (1) с 
квадратичным критерием качества на бесконечном интервале времени сводится к решению 
матричного квадратичного уравнения Риккати вида  

T TA P PA K RK Q      (4)
при 

1 TK R B P , (5)
где P — nn-симметрическая квадратная матрица, Q — nn-симметрическая матрица штра-
фов на вектор состояния объекта, по крайней мере, положительно-полуопределенная; R — 
ненулевой скаляр, определяющий штраф на управление; v — параметр, принимающий значе-
ния от 0 до 2.  

Уравнение (4) при подстановке в него выражения (5) является квадратичным уравнени-
ем Риккати, имеющим два решения относительно матрицы P, из которых выбирается поло-
жительно-определенное решение, т.е. такое, при котором матрица P является положительно-
определенной. 

Заметим, что при значении параметра v = 0 уравнение (4) преобразуется в линейное 
уравнение Ляпунова и его решение относительно матрицы P будет положительно-опреде-
ленным тогда и только тогда, когда матрица A является устойчивой, т.е. объект управления 
устойчив. Этот случай соответствует критерию обобщенной работы для нахождения опти-
мального управления, введенный в работах Красовского [1]. 

При v = 1 получаем уравнение Риккати, соответствующее классическому решению зада-
чи оптимального управления, для которого доказано, что одно из решений уравнения Рикка-
ти положительно определено (матрица P — положительно-определенная, и замкнутая систе-
ма с матрицей ЛСОС (4) будет устойчивой) [3] . 

Если v = 2 , то уравнение Риккати позволяет решить задачу нахождения оптимального 
управления, соответствующего принципу оптимальности по принуждению [4]. Отметим, что 
при данном значении v уравнение Риккати совпадает с уравнением Ляпунова для замкнутой 
системы с найденным управлением, позволяющим сделать заключение, что если решение 
уравнения Риккати положительно определено, то система будет асимптотически устойчивой.  

Для того чтобы линейный закон управления обеспечивал экспоненциальную устойчи-
вость со степенью сходимости α, модифицируем уравнение (4) следующим образом:  

 2T TA P PA K RK P Q        (6)
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при 
1 TK R B P . (7)

Заметим, что при значении v = 0 требуется, чтобы исходный объект был экспоненци-
ально устойчивым со значением степени сходимости, равным α. В дальнейшем основное 
внимание уделим случаю, когда параметр v = 2, т.е. когда уравнение (6) является модифици-
рованным уравнением Ляпунова, для установления факта, что система с искомым управлени-
ем является экспоненциально устойчивой.  

Докажем, что если найден закон управления (7) на основании решения уравнения Рик-
кати (6) с заданным значением степени сходимости α, то полиномиальный закон управления 
вида (2), (3) обеспечивает в замкнутой системе экспоненциальную устойчивость со степенью 
сходимости, равной α.  

Положим, что матрица K найдена по выражению (7) в результате решения уравнения 
Риккати (6) при заданном значении степени сходимости α. Вычислим производную по време-
ни от квадратичной функции Ляпунова на всех траекториях движения системы (объект 
управления (1) с законом управления (2)) и проверим, будет ли выполняться условие экспо-
ненциальной устойчивости [4]: 

     2
dV x t

V x t
dt

   , (8)

где V(x) — квадратичная функция Ляпунова вида 

      TV x t x t Px t ,

а P — положительно-определенная матрица, являющаяся решением матричного уравнения 
Риккати (6).  

Производная от функции Ляпунова для замкнутой системы (объект управления (1) с за-
коном управления (2)) имеет вид 
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Воспользуемся тем, что матрица K закона управления вычисляется по соотношению (6), 
тогда выражение для производной от функции Ляпунова примет следующий вид: 

    22 1 1
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1 1
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или 
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l l
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i j

dV x
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      . (9)

Если матрица P, определяющая квадратичную функцию Ляпунова (8), найдена как по-
ложительно-определенное решение уравнения Риккати (6) при v = 2 и заданной степени схо-
димости α, то выполняется равенство 

 2 2T T T Tx A P PA K RK P x x Qx      ,

а так как выражение 0Tx Qx  , по крайней мере, положительно полуопределено, справедливо 
неравенство 

 2 2T T T Tx A P PA K RK x x Px     .

При этом в силу того, что квадратичные члены 
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2 1
0 0iu R   и 2 1

0 0(sgn ) 0,ju u    

по крайней мере, положительно полуопределены, их добавление в выражение (9) может толь-
ко усилить его, откуда следует выполнение неравенства  

    2 11 2 1
0 0 0

1 1

2 2 2 (sgn ) 2 ,
l l

jT T T i Т

i j

dV x
x A P PA K R K x u R u u х Рх

dt
 

 
          

что подтверждает выполнение условия экспоненциальной устойчивости со степенью сходи-
мости, равной α. 

Итак, последовательность процедуры синтеза полиномиальных законов управления (2), 
обеспечивающих экспоненциальную устойчивость, заключается в следующем. По заданному 
требованию к быстродействию замкнутой системы, например по времени переходного про-
цесса tп, выбирается заданная степень сходимости процесса по соотношению 

3 пt  . 

Далее решается матричное уравнение Риккати (6) относительно матрицы Р с после-
дующим вычислением матрицы K по выражению (7) , в результате формируется закон управ-
ления вида (2). 

Заключение. Предложена процедура вычисления полиномиальных законов управления 
на основе использования методов теории оптимального управления, которые обеспечивают 
экспоненциальную устойчивость с заданной степенью сходимости процессов, назначаемую со-
гласно требуемому быстродействию системы. Для оценки качества процессов и построения об-
ластей, в которых реализуются эти показатели, можно использовать результаты работ [9, 10].  

Перспективным представляется использование подобных законов управлений в системах 
с распределенными параметрами [11], а также в системах пространственного слежения [12], 
в которых при наличии на входе объекта нелинейности, имеющей при больших отклонениях 
ниспадающий участок пеленгационной характеристики, квадратичная составляющая закона 
управления позволяет ускорить сходимость процессов. 

Статья подготовлена по результатам работы, выполненной при государственной финан-
совой поддержке ведущих университетов Российской Федерации (субсидия 074-U01) и Ми-
нистерства образования и науки РФ (проект 14.Z50.31.0031). 
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For continuous linear dynamic objects with a single inlet and outlet, a procedure of synthesis of poly-

nomial (linear-quadratic) control laws is developed. The use of these control laws can improve the speed of 
convergence processes for large deviations while maintaining quality indicators processes for small devia-
tions. Synthesis of control laws is based on the use of methods of optimal control theory by solving the Ric-
cati type equation. The control laws are proved not to violate the asymptotic or exponential stability property 
depending on the type of stability adopted in design.  
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