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Рассматривается процедура синтеза алгоритма траекторного управления дви-
жением твердого тела вдоль заданной в неявном виде пространственной траек-
тории с заданной скоростью. Математическое описание объекта управления 
представлено динамической моделью с однонаправленной тягой. Предложена 
процедура синтеза законов траекторного управления, решающих задачу следо-
вания неявно заданной пространственной траектории. Работоспособность син-
тезированных законов управления подтверждена результатами моделирования. 
Предложенные законы могут быть полезны при разработке систем траекторно-
го управления движением мобильных роботов (подводных или воздушных) в 
пространстве. 
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Первоначально задача траекторного управления движением твердого тела вдоль задан-
ной в неявном виде пространственной траектории с заданной скоростью формулировалась 
как задача слежения. Точка, характеризующая желаемое положение объекта управления, пе-
ремещалась вдоль заданной траектории, а регулятор генерировал закон управления, сводя-
щий невязку между текущим и желаемым положением к нулю. В работе [1] желаемая траекто-
рия параметризована временем, однако в [2] продемонстрировано, что такая постановка зада-
чи приводит к ухудшению качества регулирования при наличии у объекта управления неус-
тойчивой нуль-динамики. Этих осложнений можно избежать, параметризовав желаемую тра-
екторию вместо времени, например, ее длиной. Сейчас этот подход остается доминирующим 
в области управления движением и имеет многочисленные варианты, например, LOS (Line-
Of-Sight) [3, 4], основанный на формализации действий рулевого при управлении судном. 

Подход к синтезу систем траекторного управления в виде следящей системы, при ряде 
преимуществ (хорошее качество регулирования, низкая алгоритмическая сложность), не 
обеспечивает инвариантности траектории. Достижение этого свойства обеспечивает альтер-
нативный подход, основанный на стабилизации инвариантных многообразий в пространстве 
выходов объекта управления. Здесь задача траекторного управления ставится как задача ста-
билизации аттрактора, описываемого уравнением желаемой траектории, в пространстве вы-
ходов. Поэтому в рамках этого подхода желаемая траектория представляется неявно заданной 
кривой, характеризующей уравнение связи выходов объекта управления. 

Первоначально подобная постановка задачи была предложена в статье [5], подход на-
шел развитие в работах отечественных авторов А. А. Колесникова [6], представившего кон-
цепцию синергетического анализа объектов управления, и И. В. Мирошника [7—11], пред-
ложившего подход на основе методов дифференциальной геометрии и преобразования  
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к задачно-ориентированным координатам. Дальнейшее развитие подход получил в работах 
[12—17], и именно на его основе в настоящей статье получены результаты. 

Постановка задачи траекторного управления. Рассмотрим малоприводную динами-
ческую модель движения твердого тела с однонаправленной тягой: 

      f t
p t g n t

m
  , (1) 

       R R S t    , (2) 

        cJ t t J t M t     ,  (3) 

где   3T
p x y z R   — декартов радиус-вектор положения центра масс C  в опорной  

системе координат XYZ  (рис. 1); 3g R  — ускорение свободного падения; m R  — масса 
объекта управления; f R  — величина управляющей силы, n  — вектор текущей ориента-

ции;   3T
R       — вектор углов Эйлера, характеризующий ориентацию связанной с 

телом системы координат ' ' 'X Y Z  (см. рис. 1) относительно опорной системы координат, со-
ставленный из углов рыскания, тангажа и крена соответственно;   (3)R SO   — поворотная 

матрица от связанной с телом опорной системы координат; J  — момент инерции объекта 

управления; 3R , 3
cM R  — векторы угловых скоростей и управляющих моментов в свя-

занной с телом системе координат;   (3)S SO   — кососимметричная матрица вида 
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Рис. 1 

Поворотная матрица может быть выражена через углы Эйлера как 

        3 2 1R R R R     , (5) 

где  1

1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

R

 
     
    

,  2

cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos

R

   
    
   

,  3

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

R

  
      
  

. 

Желаемая траектория представлена гладким сегментом кривой S  (см. рис. 1), описы-
ваемой как пересечение двух неявно заданных поверхностей: 

    1 20 0p p    , (6) 

где  1 p  и  2 p  — гладкие функции. 
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Тангенциальная скорость вдоль желаемой кривой определяется выражением 

1 2

1 2

s p
 


 

  , (7)

где   — векторное произведение,   — норма вектора, 3f R   — градиент функции f . 

Стоит отметить, что описание кривой как гладкого геометрического объекта не единст-
венное, и выбор функций (6) неоднозначен. Выбор функций  1 p  и  2 p  главным обра-

зом ограничен условием регулярности [8], подразумевающим, что матрица Якоби 

 
1 2

1

2

p

  
    
  

(8)

невырождена для любого вектора p , принадлежащего кривой S , т.е.  det 0p  . 

Введем в рассмотрение пространственные отклонения текущего положения объекта 
управления от желаемого. Нарушение условий (6) характеризуется отклонениями 

   1 1 ,e p p  (9)

   2 2 ,e p p  (10)

обнуляемыми на множестве S . 
Сформулируем три подзадачи траекторного управления движением твердого тела в 

пространстве: 
1) стабилизация движения объекта управления относительно кривой S , что предполага-

ет асимптотическое обнуление векторов пространственных отклонений  1e p  и  2e p ;

2) асимптотическое обнуление ошибки скорости

*V V s    ;  (11)

3) стабилизация требуемой ориентации объекта управления относительно кривой S .
Управление поступательным движением. Для синтеза закона траекторного управле-

ния преобразуем модель системы (1)—(3) к задачно-ориентированной форме [14—17] с вы-
ходами s , 1e  и 2e . Преобразование координат осуществим через якобиан (8): 

1

2

( )

s

e p p

e

 
    
  



 



. (12)

Соответственно обратное преобразование координат (от задачно-ориентированных  
к исходным координатам объекта управления) задается в виде 

1
1

2

( )

s

p p e

e


 
    
  



 



.  (13)

Продифференцируем (12) с учетом (1): 

       1

2

s
f t

e p p p g n t
m

e

 
             



 



. (14)

Теперь рассмотрим виртуальные (задачно-ориентированные) законы управления 
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        1

2

s

e

e

u
f t

p p p g n t u
m

u

 
              

  . (15)

Подставим (15) в (14) и получим 

1 1

2 2

s

e

e

s u

e u

e u

  
      
     







. (16)

Теперь выберем задачно-ориентированные законы управления в виде: 

s su k s  , (17)

1 1 1 1 2 1 1e e eu k e k e   , (18)

2 1 2 2 2 2 2e e eu k e k e   , (19)

где sk , 1 1ek , 2 1ek , 1 2ek , 2 2ek  — положительные константы, обеспечивающие желаемую дина-

мику асимптотического обнуления отклонений s , 1e  и 2e  и решение первой и второй подза-

дач управления. 
Теперь определим реальное управляющее воздействие  f t , осуществив обратное пре-

образование координат: 

     1 1
1

2

s

e

e

u

f t g m p u p p n

u

 
   
         

      

  . (20)

Управление угловой ориентацией. Теперь сосредоточимся на обеспечении требуемой 

ориентации робота. Введем вектор угловых ошибок 3R           и матрицу угло-

вых отклонений 

       *T TR R R R     , (21)

где  * (3)R SO   — матрица угловой ориентации связанной с телом системы координат

вдоль кривой S ,   (3)TR SO   — матрица желаемой угловой ориентации относительно 

кривой S . 
Для стабилизации желаемой ориентации и обнуления вектора   (или обеспечения ра-

венства  R I  ) определим функцию угловой ошибки как 

    1

2
T

re R R


    , (22)

где   — преобразование 3(3)SO R . 

Определим ошибку угловой скорости e . Продифференцируем (21) с учетом (2): 

       d
R S R e R

dt       ,

             * *T Td
R S R R R S R

dt
         . 
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Воспользуемся свойством кососимметричных матриц    TRS R S R    и получим 

финальные выражения 

           * *Td
R S S R R R

dt
        , 

   * *Te R R      . (23)

Продифференцируем (23) с учетом (2): 

 1
de M J a

J     , (24)

где          * * * *T T
da S R R R R          . 

Результирующий закон управления ориентацией будет иметь вид 

c d r rM J Ja k e k e      , (25)

где rk  и k  — положительные константы. 

Численный пример. Представим желаемую траекторию S  (рис. 2) в виде пересечения 
цилиндра и параболы: 

   2 2 2
1 20, 2 100 0 0,05 5 0p x y p z y          .

Предположим, что параметры объекта управления равны 1m   и S  — единичная мат-

рица. Начальное положение центра масс S  объекта управления  0 10 5 10
T

p    и началь-

ная ориентация  0 3 2 1
T  . 

Параметры регулятора представлены ниже: 

1 1 2 1 1 2 2 21, 10, 1, 10, 20, 50e e e e rk k k k k k      . 

Желаемая скорость вдоль заданной траектории * 1V  . 
Для управления ориентацией использована упрощенная версия закона управления (25) 

без компонента прямой связи da : 

c r rM J k e k e     . 

Результаты моделирования представлены на рис. 2—5. 
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Рис. 2 
На рис. 2 приведена траектория пространственного движения объекта управления.  

Рис. 3—5 демонстрируют временные диаграммы пространственных и угловых отклонений 
объекта управления. Как видно из полученных графиков, все отклонения сходятся к нулю за 
короткие промежутки времени, колебания угловых отклонений в окрестности нуля обуслов-
лены кривизной траектории и невозможностью мгновенно изменять соответствующим обра-
зом ориентацию объекта управления. В целом это говорит об эффективности синтезирован-
ных законов управления. 
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Заключение. Разработан алгоритм синтеза законов траекторного управления, решаю-
щих поставленную задачу следования неявно заданной пространственной траектории. Пред-
ложенные законы управления могут быть полезны при разработке систем траекторного 
управления движением мобильных роботов (подводных или воздушных роботов) в простран-
стве. Приоритет дальнейших исследований состоит в детальном изучении свойств представ-
ленных регуляторов в условиях наличия параметрических неопределенностей и внешних 
возмущений. 
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TRAJECTORY CONTROL OF SOLID BODY SPATIAL MOTION 

Wang Jian1, А. Yu. Krasnov2, Yu. А. Kapitanyuk3, S. А. Chepinsky1,2,  
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The problem of synthesis of the trajectory control algorithm for a solid body moving with a preas-
signed speed along a spatial trajectory given in an implicit form, is considered. The control law is synthe-
sized using differential geometry methods through the nonlinear transformation of the initial dynamic 
model. Effectiveness of the proposed mathematical model of spatial motion and corresponding nonlinear 
control algorithm is confirmed by presented results of computer simulation. The formulated control laws is 
supposed to be useful in development of systems of trajectory control over airborne and underwater mo-
bile robots.   
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