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Проанализированы проблемы применения корректирующих кодов в традицион-
ных цифровых преобразователях угла, построенных на основе метода абсолют-
ного отсчета. Показано, что эти проблемы обусловлены как значительной  
избыточностью по числу кодовых дорожек, пропорциональному блоковой дли-
не используемого кода, так и повышенной технологической сложностью изго-
товления кодовой маски шкалы. Такой подход, как правило, приводит к увели-
чению габаритов устройства и к трудностям устранения неоднозначности счи-
тывания. Показана возможность использования методов помехоустойчивого 
кодирования в цифровых преобразователях угла с однодорожечными рекурсив-
ными кодовыми шкалами. Предложены обобщенная методика и алгоритм раз-
мещения на шкале считывающих элементов для произвольных параметров бло-
ковой длины, минимального кодового расстояния dmin и поля коэффициентов 
генераторного полинома корректирующего кода. Приведены примеры исполь-
зования разработанной методики для dmin=3 и 5. Показано, что практическое 
использование методов помехоустойчивого кодирования на основе цикличе-
ских кодов всегда обеспечивает корректное размещение считывающих элемен-
тов вне зависимости от структуры рекурсивной кодовой шкалы. Для укорочен-
ных циклических кодов приводится достаточное условие корректности.  
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считывающий элемент 

Одним из существенных недостатков кодов позиционного типа, традиционно приме-
няемых в цифровых преобразователях угла, является практическая невозможность использо-
вания конструктивных методов помехоустойчивого кодирования, основанных на корректи-
рующих кодах. Это обусловлено как значительной избыточностью числа кодовых дорожек, 
пропорционального блоковой длине используемого кода, так и повышенной технологической 
сложностью изготовления кодовой маски. Такой подход, как правило, приводит к увеличе-
нию габаритов устройства и к трудностям устранения неоднозначности считывания. 

На рис. 1 приведен пример четырехразрядной двоичной кодовой шкалы, обеспечиваю-
щей возможность формирования кодов, исправляющих одиночные ошибки (dmin=3), который 
иллюстрирует рассмотренный выше подход. Шкала включает в себя четыре информацион-
ных и три дополнительных кодовых дорожки, а также четыре информационных (СЭ1—СЭ4) 
и три корректирующих считывающих элемента (СЭ5—СЭ7). 

СЭ1 
СЭ2 
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Рис. 1 
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В работах [1—7] рассмотрены методы устранения этих трудностей, основанные на ис-
пользовании кодовых шкал с непозиционными рекурсивными кодами, которые в общем слу-
чае содержат не более двух кодовых дорожек, одна из которых используется для устранения 
неоднозначности отсчетов [8], а другая сохраняет информацию о текущем значении кодируе-
мой величины. Подобная возможность обеспечивается алгебраическими свойствами рекур-
сивных последовательностей (РП), позволяющими разместить СЭ так, что множество кодо-
вых слов, формируемых на выходе шкалы, изоморфно некоторому линейному корректирую-
щему коду с заданными значениями блоковой длины и кодового расстояния dmin. 

Размещение на шкале СЭ, обеспечивающее формирование кодовых слов с требуемым 
расстоянием dmin, осуществляется путем суммирования по модулю два значений, снимаемых с 
определенных информационных СЭ, и последующего поиска соответствующих этим суммам 
циклических сдвигов РП, использованной для построения рекурсивной кодовой шкалы 
(РКШ). 

Целью настоящей работы является выработка условий, при выполнении которых воз-
можно корректное размещение СЭ (информационных и корректирующих) для заданных па-
раметров полного или укороченного циклического кода и образующего полинома РКШ. 

Под некорректностью размещения будем понимать следующую ситуацию — полином 
размещения информационных и корректирующих СЭ не обеспечивает требуемого мини-
мального кодового расстояния, вследствие того что два или более столбцов генераторной 
матрицы кода соответствуют одному и тому же номеру циклического сдвига по модулю по-
линома, лежащего в основе формирования структуры кодовой маски шкалы. Подобную си-
туацию будем именовать „выпадением“ разрядов корректирующего кода. 

Приведем соотношения для основных параметров РП, определяющие их информацион-
ные и корректирующие способности [9]: 
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где Li — период многочлена hi(x), т.е. минимальная степень двучлена xl+1, который имеет 
своим делителем hi(x); 

— вес Хемминга для РП 
( 1) / 2 при нечетном ,

( 1) / 2 при четном .
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Для формирования структуры РКШ в простейшем случае полином выбирается на осно-
ве требуемого значения разрешающей способности. В общем случае учитывается также слож-
ность декодирующего устройства, осуществляющего преобразование кодовой комбинации, 
соответствующей некоторому значению преобразуемой величины в номер кванта. После того 
как образующий полином кодовой шкалы H(x) выбран, необходимо произвести размещение 
СЭ таким образом, чтобы число различных кодовых комбинаций обеспечивало требуемую 
разрешающую способность. Методы решения этой задачи основаны на выборе подходящего 
множества линейно-независимых циклических сдвигов при заданных ограничениях на вза-
имное расположение СЭ. 

Размещение информационных и корректирующих СЭ будем характеризовать формаль-
ными степенными функциями, называемыми полиномами размещения: 
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где L — период образующего полинома.  
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Коэффициенты при степенях формальной переменной принимают значения из поля 
GF(2). При этом единичные значения коэффициентов R(x) определяют порядок установки на 
кодовой шкале СЭ. В зависимости от требуемой корректирующей способности число еди-
ничных коэффициентов R(x) может варьировать в диапазоне от m до m+k (m — степень поли-
нома H(x), определяющего число информационных СЭ, а k — число СЭ, необходимых для 
обеспечения требуемой корректирующей способности). 

При использовании систематической формы корректирующих кодов используется сумма  
R(x) = Ri(x) + Rc(x), 

где Ri(x) и Rc(x) соответственно полиномы размещения информационных и корректирующих 
СЭ. Методы размещения СЭ для формирования безизбыточных кодовых комбинаций осно-
ваны на выборе подходящего линейно-независимого множества позиций. 

Алгоритм размещения СЭ для произвольных параметров блоковой длины, кодового 
расстояния dmin и поля коэффициентов генераторного полинома кода включает следующие 
шаги. 

1. Выбирается генераторный полином G(x) в зависимости от статистических свойств
ошибки, а также допустимой сложности декодера. 

2. Формируется образующий полином РКШ H(x).
3. Выбирается полином размещения информационных CЭ Ri(x), для которого строится

генераторная матрица G, строки которой представляют собой произведение соответствую-
щих начальных блоков и образующего полинома кода G(x). 

4. Каждый элемент матрицы G заменяется соответствующим ему двоичным представ-
лением. Если необходимо получить кодовые слова в систематической форме, следует путем 
элементарных операций над строками и столбцами матрицы G привести ее к такому виду, 
при котором некоторое подмножество столбцов ранга m соответствует выбранному полиному 
начального размещения информационных СЭ Ri(x) . 

5. Для каждого столбца матрицы G в соответствии с H(x) определяются номера цикли-
ческих сдвигов, используемых для нахождения мест установки на шкале СЭ на основе алго-
ритма деления по модулю H(x). 

Размещение СЭ согласно приведенной процедуре не является единственно возможным, 
поскольку любая тривиальная линейная комбинация строк матрицы G определяет блоковый 
код с аналогичными характеристиками. На практике для малых значений блоковых длин 
обычно используется двоичное поле коэффициентов, поэтому ограничимся рассмотрением 
именно этого случая.  

Проиллюстрируем приведенную методику. Построим несистематический полином раз-
мещения корректирующих СЭ для шкалы с числом квантов перемещения L=31 и исправлением 
одиночных ошибок. Выберем: H(x)=x5+x2+1; Ri(x)=x14+x3+x2+x+1; G(x)=x4+x+1; dmin=3, тогда 
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Логарифмируя в конечном поле по основанию примитивного корня порядка L=31 столб-
цы матрицы G, получим полином размещения СЭ: R(x)=[x14+x13+x12+x11+x10+x3+x2+x+1]mod2. 
Для рассмотренного примера на рис. 2 приведена пятиразрядная РКШ, обеспечивающая воз-
можность формирования кодов, исправляющих одиночные ошибки (dmin=3). Шкала включает 
в себя всего одну кодовую дорожку, а также пять информационных и четыре корректирую-
щих СЭ. 
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Рис. 2 

Рассмотрим более сложный пример исправления двойной ошибки для пятиразрядной 
РКШ при H(x)=x5+x2+1, dmin = 5 и G(x)=x8+x7+x6+x4+1, тогда: 
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Согласно общей методике полином размещения СЭ:  
R(x)=[x30+x29+x29+x28+x25+x24+x23+x18+x17+x11+x2+x+1]mod2. 

Очевидно, что в данном случае происходит выпадение разрядов блокового кода, так как 
два столбца (выделены полужирным) матрицы G оказались равны. 

Последний пример свидетельствует о том, что для некоторых информационных и кор-
ректирующих параметров укороченных циклических кодов невозможно корректно размес-
тить СЭ. Такая ситуация обусловлена тем, что при выборе степени образующего полинома 
КШ следует учитывать свойства генераторного полинома циклического кода. Естественно 
возникает вопрос о том, насколько широк класс кодов, приводящих к корректному размеще-
нию СЭ, а также каковы условия корректного размещения для заданных информационных и 
корректирующих параметров. 

Циклическим кодом блоковой длины n называется множество полиномов C(x), удовле-
творяющих соотношению: НОД [xn+1, C(x), G(x)], где G(x) — генераторный полином цикли-
ческого кода [10, 11]. Процесс кодирования при этом можно интерпретировать как свертку 
двоичных последовательностей, соответствующих коэффициентам генераторного полинома 
и значениям информационных символов. Генераторная матрица циклического кода всегда 
может быть преобразована в систематическую путем элементарных операций над ее строка-
ми. Проверочный полином циклического кода определяется согласно соотношению P(x)= 
=(xn+1)/ G(x). 

Циклические коды являются наиболее важными и практически используемыми в раз-
личных технических приложениях, поскольку, с одной стороны, они обеспечивают высокую 
плотность упаковки кодовых слов, а с другой — минимизируют аппаратные затраты на вы-
полнение операций кодирования-декодирования. С точки зрения использования в РКШ они 
характеризуются тем, что построение полинома размещения корректирующих СЭ не приво-
дит к выпадению разрядов кода. 

Для доказательства этого рассмотрим генераторную матрицу несистематического цик-
лического кода с произвольным начальным размещением информационных СЭ: 
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Здесь B — матрица начальных циклических блоков для начального размещения информаци-
онных СЭ в соответствии с полиномом R(x); G* — приведенная генераторная матрица цик-
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лического кода, строками которой являются кодовые слова, соответствующие ортогонально-
му каноническому базису для векторного пространства размерности m. Видно, что G и G* 
связаны между собой линейным преобразованием, определяемым матрицей B. 

Очевидно, что G не имеет одинаковых столбцов в том, и только в том случае, когда G* 
также не имеет одинаковых столбцов, поскольку det [B]=1. Таким образом, если возможно 
корректное размещение СЭ для матрицы G, то корректно и размещение СЭ для любого изо-
морфного ему циклического кода. 

Рассмотрим структуру матрицы G*. Известно [4], что любую строку этой матрицы мож-
но интерпретировать как рекурсивную последовательность, построенную на основе сдвигово-
го регистра с полиномом обратных связей, задаваемых согласно проверочному полиному вы-
бранного циклического кода P(x) порядка n=m+k. Таким образом, множество всевозможных 
m-сочлененных фрагментов первой строки не содержит повторяющихся элементов, посколь-
ку левая часть матрицы G* имеет треугольную форму, а порядок полинома P(x) равен n. Сле-
довательно, размещение полиномов для циклических кодов корректно. 

Приведенные соображения не могут быть использованы при обосновании корректности 
алгоритма размещения СЭ для укороченных циклических кодов, так как в этом случае гене-
рация кодовых слов с помощью проверочного полинома не имеет смысла. На практике необ-
ходимо иметь возможность строить корректирующие коды для информационной длины 4—16. 
В общем случае решения этой задачи не существует, однако представляется возможным ука-
зать оценочную границу для соотношения числа информационных и корректирующих СЭ, в 
пределах которой любой циклический код обеспечивает корректное размещение. 

Утверждение. Если число информационных m и корректирующих k считывающих эле-
ментов удовлетворяет условию k ≤ m, то любой код, изоморфный (m+k, m)-циклическому ко-
ду, корректным образом реализуется в РКШ. Согласно методике, рассмотренной выше, необ-
ходимо показать, что найдется, по крайней мере, один код, изоморфный (m+k, m)-цикличес-
кому коду, корректно реализуемый в РКШ с m-разрядными информационными словами. Дейст-
вительно, предположим, что такой код имеется, пусть его генераторная матрица равна G**. Тогда 
любой изоморфный ему код с матрицей G определяется из соотношения G =B×G**, где 
rang[B]=m, следовательно, матрица G также не содержит одинаковых столбцов, поскольку 
линейное преобразование векторов с матрицей B является взаимно однозначным. Рассмотрим 
систематический код с генераторной матрицей G**: 
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Матрица G** строится с помощью элементарных операций над строками G* из двух 
подматриц, где I — диагональная единичная матрица, а G — множество векторов-строк, яв-
ляющихся последовательными элементами кольца вычетов по модулю образующего полино-
ма кода G(x). Таким образом, множество строк G может быть описано следующим образом: 
Gi,1Gi,2Gi,3 .... Gi,k ↔ xk+i mod G(x), i = 1,2,...,m. 

Отсюда следует попарное различие строк G. Так как m ≥ k, с учетом свойств рекурсив-
ных последовательностей столбцы G также различны. Нетрудно заметить, что множество 
столбцов G не может содержать векторов с единственной ненулевой координатой, поскольку 
период полинома G(x), по определению, не меньше числа строк G. Таким образом, утвержде-
ние доказано. 
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Рассмотренные условия являются достаточными для корректного размещения СЭ, не 
являясь при этом необходимыми. Примерами такой ситуации могут служить (14, 6) и (17, 7)-
коды, обеспечивающие возможность исправления двойной ошибки: не удовлетворяя ни пер-
вому, ни второму рассмотренному выше условию, они корректно, в смысле отсутствия выпа-
дения разрядов, реализуются на КШ с данными значениями информационной длины. 
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The problems of using corrective codes in traditional digital angle converters based on the abso-

lute reference method are analyzed. It is shown that the problems are caused by significant redundancy in 
the code tracks number proportional to the block length of the code used, as well by the increased tech-
nological complexity of manufacturing the scale code mask. The above features usually lead to an in-
crease in device size and to difficulties in eliminating the ambiguity of reading. A possibility of application 
of methods of error-correcting coding in digital angle converters with single-track recursive code scales is 
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demonstrated. A generalized methodology is proposed and an algorithm for the reading elements posi-
tioning on the scale is developed for arbitrary parameters of block length, the minimum code distance, 
and the field of coefficients of the generator polynomial for the correction code.  Examples of use of the 
described methodology for the minimum code distance of 3 and 5 are presented. It is shown that practical 
employment of error-proof coding methods based on cyclic codes always leads to correct location of the 
sensing elements regardless of the structure of the recursive code scale. For truncated cyclic codes, a 
sufficient condition for correctness is given.  

Keywords: code scale, allocation polynomial, correction code, readout element  
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