
ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2017. Т. 60, № 12

ПРИБОРЫ И СИСТЕМЫ  
АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 

УДК 004.056.53  
 DOI: 10.17586/0021-3454-2017-60-12-1119-1123 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ ОТ МАТРИЦ  
МЕТОДОМ СУММИРОВАНИЯ МАТРИЧНЫХ РЯДОВ  

А. И. КОРШУНОВ

Военно-морской политехнический институт ВУНЦ ВМФ „Военно-морская академия им. Н. Г. Кузнецова“,  
198514, Санкт-Петербург, Россия  

E-mail: a.i.korshunov@mail.ru 

Рассмотрены особенности вычисления в общем виде аналитической функции 
матричного аргумента, заданной сходящимся бесконечным рядом. Предложен 
метод вычисления переходной матрицы линейной стационарной системы и 
других функций от матриц, использующий суммирование матричных рядов. 
Метод основан на использовании равенства аналитической функции матрично-
го аргумента, заданной бесконечным рядом, сходящимся на спектре матрицы, и 
полинома от матрицы, совпадающего на спектре матрицы с аналитической 
функцией. Рассмотрен пример вычисления переходной матрицы линейной ста-
ционарной системы с использованием преобразования Лапласа, а также предла-
гаемого метода. Продемонстрирована бо́льшая простота вычисления предла-
гаемым методом по сравнению с широко используемым в инженерной практи-
ке методом, основанным на преобразовании Лапласа.  
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Современные ЭВМ позволяют вычислять значение функции от матрицы, определенной 
бесконечным рядом, практически с любой нужной точностью. Примером служит часто ис-
пользуемая в исследованиях систем автоматического управления [1] переходная матрица сис-
темы линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами: 
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где А — квадратная матрица системы дифференциальных уравнений, t — время.  
Однако в аналитических исследованиях во многих случаях необходимо использовать 

аналитическое выражение Н(t). Обычно переходную матрицу в виде конечного аналитиче-
ского выражения получают методом приведения матрицы А к диагональной (квазидиаго-
нальной) форме или методом преобразования Лапласа [2—5]. В обоих случаях необходимо 
знать собственные значения матрицы А. Трудоемкость в обоих случаях многократно возрас-
тает при увеличении порядка матрицы. Поэтому разработка менее трудоемких методов вы-
числения функций от матриц в конечной аналитической форме остается актуальной задачей. 
Таковым является метод, основанный на суммировании бесконечного матричного ряда, опре-
деляющего функцию от матрицы. Его основой служит метод, применяемый при доказатель-
стве сходимости ряда [6]: 
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mf z a a z a z a z       — аналитическая, т.е. бесконечное число раз дифферен-

цируемая, функция комплексного переменного z, заданная рядом с радиусом сходимости ρ ), и 
собственных значениях квадратной числовой матрицы А, лежащих внутри круга сходимости 
ряда:  

λ ρ, 1, 2,..., ,i i n 
 

λi  — собственные значения матрицы А. Заметим, что функции ( )f z  и ( )f A  различаются 

тем, что первая принимает комплексные значения, а вторая — матричные, в общем случае 
комплексные; ее значение определяется подстановкой в тот же полином матрицы А вместо 
комплексного числа z. Для квадратной матрицы, как известно [6—8], определены все опера-
ции, необходимые при вычислении значения полинома: возведение в степень, умножение на 
константу и сложение. 

В монографии [6, теорема 29] доказано, что матричный ряд (1) сходится и совпадает с 
многочленом от А: ( )φ A  степени μ 1,k   где k — степень минимального аннулирующего 
матрицу А многочлена ( )z  (многочлена минимальной степени, обращающегося в нулевую 

матрицу при подстановке вместо z матрицы A), 1 2
1 2 1 0φ( ) ...k k

k kz z z z 
        — 

полином, заданный на спектре матрицы А. Если известны попарно различные корни полино-
ма 1 2( ) : λ ,λ ,...,λrz  кратности 1 2 1 2, ,..., , ... ,r rk k k k k k k     то коэффициенты полинома 

φ( )z  находятся из системы k уравнений: 
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Во многих случаях минимальный аннулирующий многочлен совпадает с характеристи-
ческим полиномом матрицы, например, при ее простых собственных значениях. Однако сте-
пень аннулирующего многочлена ( )z  меньше степени характеристического полинома [7, 8] 

для  ( ) det( ), diag 1c z zE A E  
 
— единичная матрица, ( )zE A  — характеристическая мат-

рица матрицы A. 
В общем случае [7, 8]: 
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где 1( )nD z  — наибольший общий делитель всех миноров (n–1)-го порядка характеристиче-

ской матрицы zE A . 
Для сравнения предлагаемого метода с наиболее часто применяемым в инженерной 

практике методом, использующим преобразование Лапласа, вычислим переходную матрицу: 
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системы дифференциальных уравнений; 
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 2,
T

X x x  — вектор-столбец.

При заданных начальных условиях 0(0)X X  решение системы (4), как известно  

[2—5], имеет вид 

0( ) ( ) ,X t H t X   (5) 
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Следуя методу преобразования Лапласа, получим: 

1
0( ) ( ) ,X p pE A X    (6) 

откуда обратным преобразованием Лапласа находим 

 1 1( ) ( )H t L pE A   . (7) 

Процедуру вычисления обратной характеристической матрицы, трудоемкость которой 
многократно возрастает с увеличением n — порядка матрицы А, можно исключить. Для этого 
следует решить систему линейных уравнений. 
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В рассматриваемом примере эта система  
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имеет решение: 
21 10 20 0 1 20

1 2 1 0
( ) ( )

( ) , ( ) , ( ) .
( ) ( )

p a x x a x p px
x p x p D p p a p a

D p D p

   
      

Отсюда при различных собственных значениях матрицы А ( 1 2λ λ ) следует 
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где 2
12 1 1 0/ 2 / 4λ a a a    — корни характеристического уравнения 2

1 0 0p a p a   .

В случае 2
1 1 01 2 / 2 ( 4 )λ =λ =λ a a a    предельный переход при 2 1λ λ  дает  
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Следуя предлагаемому методу и учитывая, что при простых корнях характеристическо-
го уравнения 1 2λ , λ  минимальный аннулирующий многочлен ( )z  имеет порядок k=n=2, 

определим коэффициенты имеющего порядок k–1=1 полинома 1 0φ( ) α αz z  , заданного на 

спектре матрицы  1 2λ , λAt t t , из системы уравнений (2):

1

2

λ
1 1 0

λ
1 2 0

α λ α

α λ α

,

.

t

t

t

t

e

e

  


  
 

Решение этой системы уравнений дает:  
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Это совпадает с результатом, полученным преобразованием Лапласа.  
В случае λ1 =λ2 =λ определяем Dn–1(z) по вычисленным минорам порядка n–1=2–1=1 ха-

рактеристической матрицы: 
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Очевидно, что как наибольший общий множитель миноров z+a1, –a0, 1, z — Dn–1=1. 
Cогласно формуле (3), многочлен Δ(z) совпадает с характеристическим полиномом и, следо-
вательно, имеет порядок k=2, а полином φ(z) имеет порядок k–1=2–1=1, т.е. φ(z)=α1z+α0. 

Система уравнений для определения коэффициентов α1 и α0, согласно (2), имеет вид: 
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откуда  
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Переходная матрица в этом случае получена c учетом λ=–a1/2 в виде: 
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что совпадает с результатом, полученным предельным переходом. 
Как показал рассмотренный пример, в случае простых корней матрицы предлагаемый 

метод менее трудоемок, он не требует таких трудноформализуемых операций, как обратное 
преобразование Лапласа. Несколько усложняется использование метода при наличии крат-
ных собственных значений матрицы вследствие необходимости вычисления алгебраических 
дополнений элементов характеристической матрицы и определения их наибольшего общего 
делителя. 
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The features of computing of an analytic function of a matrix argument given by a convergent infinite 

series are considered in the general form. A method is proposed for calculating the transition matrix of a lin-
ear stationary system and other functions of matrices, using summation of matrix series. The method is 
based on the use of the equality of the analytic function of the matrix argument given by an infinite series 
that converges on the spectrum of the matrix, and the polynomial from the matrix that coincides on the spec-
trum of the matrix with the analytic function. An example of the calculation of the transition matrix of a linear 
stationary system using the Laplace transform and the proposed method is considered. The comparison with 
the method widely used in engineering practice, based on the Laplace transform, demonstrates a much 
greater simplicity of calculation by the proposed method.  
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