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Для стохастических дискретных внешних воздействий, стационарных в широ-
ком смысле, решается задача формирования корреляционных матриц векторов 
состояний и выходов многоканальных линейных дискретных систем. Представ-
лены три способа вычисления скалярных корреляционных функций выхода 
многоканальных систем. Первый позволяет вычислить корреляционную функ-
цию конкретного выхода, зависящую от скалярного стохастического воздейст-
вия на конкретном входе; второй — рассчитать корреляционные функции каж-
дого выхода системы при векторном стохастическом воздействии; третий — 
сформировать миноранту и мажоранту корреляционных функций системы в 
пространстве ее выходов с помощью сингулярного разложения  корреляцион-
ной матрицы. Показано, что задача формирования корреляционных матриц и 
функций может быть решена на основе использования фундаментальных мат-
риц системы при условии, что известна матрица дисперсий вектора состояния. 
Метод пространства состояний позволил матрицу дисперсий вектора состояний 
системы вычислять с помощью дискретного матричного уравнения Ляпунова в 
случае экзогенного стохастического воздействия типа дискретный „белый 
шум“. Полученные процедуры формирования корреляционных матриц вектор-
ных переменных дискретных многоканальных систем иллюстрируются приме-
рами.  

Ключевые слова: дискретное стохастическое воздействие, дискретная сис-
тема, дискретное уравнение Ляпунова, фундаментальная матрица, корреля-
ционная матрица (функция) 

Введение. Постановка задачи. Корреляционная теория стационарных дискретных эр-
годических векторных стохастических процессов, как и для непрерывных процессов, исполь-
зует [1, 2]: матрицу дисперсий, корреляционную матрицу и матрицу спектральных плотно-
стей [3, 4]. Каждая из этих матричных характеристик дискретного стохастического процесса 
применима в теории дискретных систем управления, функционирующих в условиях стохас-
тических дискретных воздействий.  

В настоящей статье предлагается процедура формирования корреляционных матриц [3] 
стохастических дискретных процессов по переменным дискретной системы. Процедура осно-
вана на использовании фундаментальной матрицы решений линейных дискретных систем, ее 
ключевым этапом является вычисление матрицы дисперсий вектора состояния дискретной 
системы. Для этого используется тот факт, что матрица дисперсий [1—3, 5, 6] в случае дис-
кретного экзогенного стохастического воздействия, стационарного в широком смысле, может 
быть вычислена с помощью дискретного матричного уравнения Ляпунова. 
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Матричное уравнение Ляпунова в задачах вычисления матриц дисперсии пере-
менных линейной дискретной системы. Рассмотрим многоканальную линейную дискрет-
ную систему (МЛДС), возбуждаемую стохастическим дискретным векторным экзогенным 
воздействием  kw , стационарным в широком смысле [7], типа „белый шум“ 

     ( 1) ; 0 0;k k k   x Fx Gw x  ( ) ( );k ky Cx       k k k ε w y . (1) 

Здесь , ,x y ε  — соответственно векторы состояния, выхода, ошибки по выходу МЛДС, k  — 
дискретное время, выраженное в числе интервалов дискретности длительности t  ( t tk  ), 

, ,F G C  — соответственно матрицы состояния, входа и выхода; ; , ; ,n m n nR R R   x y ε F  

,n m m nR R  G C . Воздействие  kw  характеризуется нулевым математическим ожиданием 

и некоррелированностью отсчетов    ,w k w i  при любом шаге k i    их реализации, так 

что выполняются соотношения 

     0M k k w w            1: ,
, ; ,

0 : .
T k i

M k i k i k i
k i


     

w w V (2)

Здесь   M   — оператор вычисления математического ожидания стохастической перемен-

ной   , „ “ — знак математического ожидания (среднего значения) стохастической пере-

менной, V  — матрица дисперсий дискретного векторного „белого шума“  kw ; ,mRw  
m mR V . Дополним характеристику векторного „белого шума“ свойством его некоррелиро-

ванности [1, 2] со стохастическим вектором состояния МЛДС (1):  

         0, 0.T TM k k M k k x w w x (3)

Введем в рассмотрение матрицы дисперсий стохастических переменных линейной дис-
кретной системы (1) с помощью соотношений  

                    ; ; .T T T
x yk M k k k M k k k M k k  D x x D y y D ε ε  (4)

При этом матрица дисперсии выхода  ky  МЛДС (1) удовлетворяет соотношению  

              .T T T T
y xk M k k M k k k  D y y Cx x C СD C (5)

Известно [3, 6], что матрица дисперсий  x kD  вектора состояний многоканальной ли-

нейной дискретной системы (1), возбуждаемой воздействием  kw , удовлетворяет рекур-

рентному матричному уравнению Ляпунова 

   1 T T
x xk k  D FD F GVG      

0
0 0x xk

k


 D D . (6)

В силу стационарности в широком смысле  kw  в случае устойчивости системы (1) 

матрицы дисперсий  x kD  с течением времени становятся стационарными:

   lim lim 1x x x x
k k

k k
 

  D D D D , (7)

в результате чего рекуррентное уравнение (6) сводится к дискретному алгебраическому мат-
ричному уравнению Ляпунова 

.T T
x x D FD F GVG (8)

Рассмотрим теперь случай, когда МЛДС (1) возбуждается стационарным в широком 
смысле дискретным стохастическим векторным воздействием  kξ  типа „окрашенный шум“, 

формируемым из „белого шума“  kw  дискретным формирующим фильтром (ДФФ) вида 
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        ф ф ф ф ф1 ; 0 0;k k k   x F x G w x    ф фk kξ C x . (9) 

Здесь ф,x ξ  — соответственно векторы состояния и выхода ДФФ; ф ф ф, ,F G C  — соответст-

венно матрицы состояния, входа и выхода ДФФ; ф ф ф; ; ;l m l m m lR R R R    x ξ G C . 

Введем в рассмотрение агрегированный вектор состояния ф,
TT T   x x x , относитель-

ного которого на основании (9) и (1) с заменой  kw  на  kξ  можно построить векторно-

матричное описание динамики системы 
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  (10) 
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Здесь    ф ф

ф0
n l n lR    

  
  

F G C
F

F
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 
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G

 ;    0 n n l
x R   C I ; 

   0 m n lR   C C ;  
ф

m n lR  
     C C C . 

Теперь для системы (10) справедливо использование дискретного уравнения Ляпунова 
вида (8):  

 ,T T
x x D FD F GVG      (12) 

в котором xD  — стационарная реализация матрицы дисперсий  x kD  агрегированного век-

тора  kx  состояния системы (10). Для матрицы xD  можно записать цепочку соотношений 

       
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ф ф

ф
ф

,
x xxT T T

x
x x x

k
M k k M k k

k

                    

D Dx
D x x x x
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в которых 
ф ф

Т
x x xxD D . Если решить матричное уравнение (12) относительно матрицы xD  

дисперсий стохастического вектора  kx  состояния агрегированной многоканальной линей-

ной дискретной системы (10), то для матриц дисперсий переменных систем (1) и (9) можно 
записать 

 
ф ф ф ф ф, , , ,T T T T T

x x x x y x x x x x x x       D C D C D CD C D C D C D C D C D C D C              .  (14)  

Разобьем уравнение Ляпунова (12) на основании матрицы xD  дисперсии (13) агрегиро-

ванного вектора состояния  kx  на компоненты, записав его в форме 
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Покомпонентное перемножение матриц дает систему матричных уравнений Ляпунова  
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  (15) 

Если решить систему матричных уравнений Ляпунова (15), то для матриц дисперсий 
переменных исходных дискретных систем (1) и (10) можно записать 
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  (16) 

Выражение для дисперсии ошибки в (16) отражает интересную системную особенность: 
минимизировать дисперсию ошибки МЛДС при дискретном стохастическом экзогенном воз-
действии типа дискретный „окрашенный шум“ возможно за счет ковариации векторов со-
стояния МЛДС и ДФФ. 

Формирование корреляционных матриц (функций) переменных линейных дис-
кретных систем на основе фундаментальных матриц. Введем в рассмотрение корреляци-
онные матрицы векторных переменных линейной дискретной системы вида (1). Тогда [3, 6] 
в случае центрированных стохастических экзогенных воздействий, стационарных в широком 
смысле, для вектора состояния системы (1) корреляционная матрица  x R  может быть

представлена следующим образом: 

      , 0;T
x M k k     R x x

      , 0.T
x M k k    R x x (17)

Нетрудно видеть, что для случая 0   оба выражения (17) обеспечивают  0x xR D . Корре-

ляционная матрица  y R  для вектора выхода системы (1) получает представления

              , 0T T T T
y xM k k M k           R y y C x x C CR C , (18) 

              , 0T T T T
y xM k k M k k        R y y С x x С СR C . (19) 

Для корреляционной матрицы  x R вектора состояния можно записать

            , 0T T
x xM k k M k k        R x x F x x F D , (20)

            , 0T T
x xM k k M k k       R x x F x x F D . (21)

В свою очередь, для корреляционной матрицы вектора выхода  y R  на основании

(18)—(21) получим  
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     , 0T T
y x x

     R CR C CF D C ,  (22) 

     , 0T T
y x x

     R CR C CF D C . (23) 

В силу (22) оказывается справедливым матричное рекуррентное уравнение 

          1 ; 0 ; .T
x y          R FR R D C R CR   (24) 

Очевидно, если система (1) обладает одномерным выходом, то корреляционная матрица 
выхода становится корреляционной функцией, которая, согласно (24), формируется как функ-
ция свободного движения системы 

      κ 1 κ ; κ 0 ;T
x    F D C        η κ .y    C R  (25) 

Формирование скалярных корреляционных функций МЛДС. Сформировать ска-
лярную корреляционную функцию выхода МЛДС возможно несколькими способами. Пер-
вый способ основан на разбиении системы на разделенные каналы в виде дискретных систем 
типа „одномерный вход—одномерный выход“, получающих на основании (1) представления 

        1 ; 0 0;j jk k k   x Fx G g x      ,l
l k ky C x  (26) 

где  ,j j kG g  — соответственно j -й столбец матрицы входа G системы и j -й элемент век-

торного экзогенного воздействия  kg , которое в зависимости от задачи исследования удов-

летворяет условиям        ,k k k k g w g ξ ;  l ky  — l-й элемент вектора выхода, lC  — l-я 

строка матрицы выхода C ; , 1,j l m . Для  ,j l -го канала (26), в случае задачи исследования 

реакции дискретной системы на экзогенное стохастическое воздействие типа „белый шум“ 

 kw , становится справедливой система соотношений  

    , , 0.
l

TT T l l
x x j j y xR      D FD F G VG C F D C   (27) 

В случае возбуждения системы воздействием  kξ  получаем следующую процедуру для 

расчета корреляционной функции l-го элемента стохастического вектора выхода: сначала ре-
шаем систему матричных уравнений (15) относительно матрицы xD , в которой матрица G  

заменяется на jG , с последующим вычислением корреляционной дискретной функции 

     , 0.
l

Tl l
y xR    C F D C  (28) 

Второй способ применяется, когда внешнее дискретное стохастическое воздействие яв-
ляется векторным, при этом необходимо рассчитать корреляционные функции, формируемые 
для каждого выхода системы. В этом случае получаем следующую процедуру для расчета 
корреляционной функции l -го элемента стохастического вектора выхода: сначала решаем 
систему матричных уравнений (15) относительно матрицы xD  с последующим вычислением 

искомой корреляционной дискретной функции  
lyR   с помощью (28).  

Третий способ основан на применении сингулярного [8] разложения корреляционной 
матрицы  y R , в соответствии с которым ее можно представить в виде 

        T
y     R U Σ V ,  (29) 

где  U  и  T V  — соответственно матрицы левого и правого сингулярных базисов, обла-

дающие свойством         ,T T     U U U U I          ,T T     V V V V I  для  ; 
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             0,5diag :det 0; 1,T
i i i y y i m             Σ I R R ,  i   — сингулярное

число матрицы  y R . Тогда в соответствии с (29) становятся справедливыми неравенства

           min min max maxy y i yR R           R V , (30)

где  min   и  max   — соответственно минимальное и максимальное сингулярные числа

матрицы  y R ;  minyR  ,  maxyR   — миноранта и мажоранта корреляционных функций

системы в пространстве ее выходов. Нетрудно видеть, что миноранта mink  и мажоранта 

maxk  интервала корреляции k  связаны неравенствами

         min min min max max maxargmax 0,05 0 argmax 0,05 0 .k y y k y y kR R R R          

Пример. Рассмотрим двухканальную ЛДС (1) с системными компонентами 

1 0,0004cos 0,0097 0,0004sin 0 0,0004cos 0,0004sin

0,0874cos 0,9418 0,0874sin 0 0,0874cos 0,0874sin
,

0,0047sin 0 1 0,0047cos 0,0091 0,0047sin 0,0046cos

0,9063sin 0 0,9063cos 0,8187 0,9063

      
        
      
    

F G

       

       

,

sin 0,9063cos

1 0 0 0 cos sin
, , ,

0 0 1 0 sin cos

, , 0,01c,

k k

k k k t k t t

 
 
 
 
     
                  


      

C u Ψ ε Ψ

ε g y

 

где  Ψ  — матрица межканальных связей, t  — интервал дискретности. Первый экспери-

мент проводился при 0  , когда каналы ЛДС были несвязанными.  

На рис. 1, а приведены кривые    
1 2

,y yR R   — корреляционных функций выходных 

стохастических переменных ЛДС, вычисленных по (28) при дискретном „белом шуме“ еди-
ничной матрицы дисперсий, на рис. 1, б приведены    min max,y yR R   — соответственно

миноранта и мажоранта корреляционных функций, полученные с помощью SVD-разложения 
корреляционной матрицы  y R  вектора выхода. Второй эксперимент проводился при

  45, когда каналы ЛДС оказывались связанными.  
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Рис. 1 
На рис. 2, а приведены кривые корреляционных функций выходных стохастических пе-

ременных ЛДС, вычисленных согласно (28) при единичной матрице дисперсий дискретного 
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„белого шума“ на входе системы, на рис. 2, б  — миноранта и мажоранта корреляционных 
функций, полученных с помощью SVD-разложения корреляционной матрицы  y R  вектора 

выхода. Видна зависимость стохастических свойств двухканальной дискретной системы от 
межканальных связей. 
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Рис. 2 

Заключение. Формализм метода пространства состояний для дискретных систем, опи-
рающийся на матричное уравнение Ляпунова, используемое при вычислении матрицы дис-
персий стохастического вектора состояний, позволил разработать алгоритм формирования 
корреляционных матриц и функций стохастических переменных выхода системы.  

Работа выполнена при государственной финансовой поддержке ведущих университетов 
Российской Федерации (субсидия 08-08), министерства образования и науки РФ 
14.Z50.31.0031. 
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For stochastic discrete external actions stationary in a broad sense, the problem of forming correla-

tion matrices of state vectors and outputs of multichannel linear discrete systems is solved. Three methods 
for calculating the scalar correlation functions of the output of multichannel systems are presented. The first 
one allows to calculate the correlation function of an output, which depends on the scalar stochastic effect on 
a particular input; the second is used to calculate the correlation functions of each output of the system un-
der the vector stochastic action; the third one forms the minorant and the majorant of the correlation func-
tions of the system in the space of its outputs by means of singular expansion of the correlation matrix. It is 
shown that the problem of forming correlation matrices and functions can be solved based on using the fun-
damental matrices of the system under the condition that the matrix of dispersions of the state vector is 
known. The state space method allows calculation of the dispersions matrix of the system state vector using 
the discrete Lyapunov matrix equation in the case of an exogenous stochastic effect of the discrete "white 
noise" type. The developed procedures for formation of correlation matrices of vector variables of discrete 
multichannel systems are illustrated by examples.  

Keywords: discrete stochastic effect, discrete system, discrete Lyapunov equation, fundamental 
matrix, correlation matrix (function) 
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