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Рассматривается задача адаптивного слежения выходной переменной линейно-
го стационарного объекта за мультигармоническим сигналом в условиях запаз-
дывания по состоянию. Вектор состояния объекта недоступен прямым измере-
ниям. Параметры сигнала задания (амплитуды, фазы и частоты гармоник) ап-
риори неизвестны. Решение задачи основано на использовании принципа внут-
ренней модели и алгоритма адаптации с расширенной ошибкой. Показано, что, 
несмотря на наличие запаздывания, стандартная схема расширения ошибки по-
зволяет сохранить свойства устойчивости замкнутой системы. Приведены ре-
зультаты моделирования в программной среде MatLab/Simulink.  

Ключевые слова: адаптивное управление, система с запаздыванием по со-
стоянию, внутренняя модель 

Введение. Задача слежения за мультисинусоидальными сигналами исследуется более  
40 лет совместно с дуальной задачей компенсации мультисинусоидальных возмущений. Один 
из подходов к ее решению основан на использовании принципа внутренней модели [1, 2]. Со-
гласно этому принципу сигнал задания/возмущения моделируется как выход автономного 
линейного генератора (экзосистемы), параметры и переменные которого интегрируются в за-
кон управления в целях полной компенсации динамики задающего или возмущающего воз-
действия и достижения нулевой установившейся ошибки. 

Изначально принцип внутренней модели был реализован в рамках задач управления ли-
нейными объектами [1, 2] и в дальнейшем был расширен для класса нелинейных объектов [3, 4] 
в предположении, что параметры генератора и объекта известны. В работе [5] сформулирова-
ны и в последующих работах [6—9] развиты подходы к адаптивной реализации принципа 
внутренней модели, параметры которой предполагались неизвестными, что позволило рас-
ширить класс задающих и возмущающих воздействий и впоследствии усовершенствовать 
этот принцип применительно к классам параметрически неопределенных объектов [10—12].  

В последние годы особый интерес представляют задачи, в которых используется адап-
тивная реализация принципа внутренней модели в системах с запаздыванием, что вызвано 
множеством практических приложений [13, в том числе пристатейные ссылки]. Ряд решений 
задачи компенсации в системах с запаздыванием по входу был предложен в рамках иденти-
фикационного [14—16] и прямого [17—22] подходов к адаптивному управлению. Кроме то-
го, решения задачи адаптивного слежения в системах с запаздыванием по входу отражены 
также в работах [23, 24].  

В настоящей статье задача адаптивного слежения за мультисинусоидальным сигналом 
развивается для класса линейных объектов с запаздыванием по состоянию. Решение задачи 
основано на использовании специальной параметризации задающего воздействия [10, 12] и 
алгоритма адаптации с расширенной ошибкой [25, 26]. Для доказательства применимости 
алгоритма адаптации с расширенной ошибкой приводится модифицированный вариант 
леммы о перестановке (в иностранной литературе распространен термин „The Swapping 
Lemma “ [25, 26]).  
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Постановка задачи. Рассмотрим задачу управления объектом вида 
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где nx   неизмеряемый вектор состояния, 1u   управляющее воздействие, 1y   

регулируемая переменная,  1 2, , ,A A b c   четверка известных матриц соответствующих раз-

мерностей,    известное постоянное запаздывание.  
Так как вектор x  неизмеряем, то объект (1а) может быть представлен в форме „вход—

выход“ 
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с передаточной функцией   1

1 2( ) T s
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   , где /s d dt   оператор диффе-

ренцирования по времени, n nI    единичная n n -матрица; '( ), ''( )b s b s , '( ), ''( )a s a s   поли-

номы передаточной функции. 
Задача заключается в построении закона управления ( )u u y , обеспечивающего огра-

ниченность всех сигналов в замкнутой системе и выполнение целевого равенства 
  lim ( ) ( ) 0

t
g t y t


  , (2) 

где g   задающее воздействие. 
В задаче приняты следующие допущения. 

Доп ущен и е  1. Объект устойчив, т.е. корни , 1, ,i i n   характеристического полинома 

 1 2det n nA A e I
    лежат в левой полуплоскости [13]. 

Доп ущен и е  2. Объект полностью управляем и наблюдаем, т.е. 

 1 2rank ,n nA A e I b n
   ,  1 2rank , T

n nA A e I c n
     [27]. 

Доп ущен и е  3. Задающее воздействие может быть представлено как выход экзоси-
стемы 
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с неизмеряемым вектором состояния mz , неизвестной постоянной матрицей m m , 

собственные числа которой чисто мнимые и некратные, и неизвестным вектором mh . 

Доп ущен и е  4. Пара  , Th  является полностью наблюдаемой, порядок экзосистемы 

m  считается известным. 
Доп ущен и е  5. Нули передаточной функции ( )W s  не совпадают с собственными чис-

лами матрицы  . 
Допущение 1 принято для изложения основной идеи адаптивного слежения выхода  

объекта с запаздыванием по состоянию и может быть ослаблено при помощи наблюдателя 
вектора состояния Люенбергера и стабилизирующего воздействия [28]. Допущения 2, 4 и 5 
являются стандартными для приведенной задачи слежения (см., например, [1, 2, 3, 7]). Допу-
щение 3 определяет класс задающих воздействий g , представляющих собой сумму гармоник 
с априори неизвестными частотами, амплитудами и фазами. Допущением 4 предполагается, 
что количество гармоник мультисинусоидальной функции g  известно. Таким образом, по 
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сравнению с классической задачей неадаптивного слежения, класс задающих воздействий, 
генерируемых моделью (3), может быть существенно расширен. Наряду с этим проблема не-
гативного влияния запаздывания в условиях неизмеримости вектора x , как правило, ограни-
чивает применение известных в литературе адаптивных подходов. 

Для решения поставленной задачи предлагается использовать широко известный в ли-
тературе по адаптивному управлению принцип непосредственной компенсации (в иностран-
ной литературе принят термин „Certainty Equivalence Principle“ [25, 26]), в совокупности с ко-
торым синтезируются настраиваемый регулятор и базовый алгоритм адаптации с расширен-
ной ошибкой. В статье доказывается, что применение данного стандартного решения может 
быть распространено на класс объектов с запаздыванием по состоянию. 

В целях применения принципа непосредственной компенсации на первом этапе реше-
ния задачи модель задающего воздействия (3) параметризуется в виде линейной регрессион-
ной модели. 

Параметризация задающего воздействия. Модель (3), с учетом допущения 4, позволяет 
представить функцию g  в качестве выхода линейной регрессии [10, 12] 

 Tg     , (4) 

где m   постоянный вектор неизвестных параметров, зависящих от элементов матриц 
  и h ;    экспоненциально затухающая величина, обусловленная ненулевыми начальны-

ми условиями модели (3); m   вектор измеряемых функций, генерируемый фильтром 

 G l g    (5) 
с произвольной гурвицевой матрицей G  и вектором l , выбираемым из условия полной 
управляемости пары  ,G l ; отметим, что вектор   измеряем, так как фильтр (5) содержит 

известные параметры и измеряемую входную переменную .g  
После подстановки формулы (4) в (5) и исключения слагаемого  * получаем модель (3) 

в альтернативном, так называемом каноническом базисе: 

  TG l     . (6) 

З ам е ч а н и е  1. Модели (3), (4) и (6) являются эквивалентными. Следовательно, алгеб-

раические спектры матриц   и TG l   совпадают. 
З ам е ч а н и е  2. Решение последнего уравнения позволяет определить связь между те-

кущим значением вектора   и его предыдущим значением: 

  
( ) ( )

TG l
t e t

  
     . (7) 

Синтез настраиваемого регулятора. В целях формирования модели ошибки и даль-
нейшего применения принципа непосредственной компенсации в процессе синтеза адаптив-
ного регулятора рассмотрим следующую лемму. 

Лемма 1. Пусть справедливо допущение 5. Тогда ошибка управления по выходу 
 g y     (8) 
может быть представлена в следующей параметризованной форме: 

 ( ) ,TW s u          (9) 

                                                 
* Слагаемое   не влияет на конечный результат слежения и в дальнейших выводах, за исключением необ-

ходимых случаев, не используется. 
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где TR     новый вектор неизвестных параметров;    1
TR W G l


   ;  TW G l    

матрица, полученная путем подстановки в передаточную функцию ( )W s  матрицы TG l   
вместо оператора дифференцирования s . 

Доказательство. Рассчитаем ошибку (8), используя выражения (4), (1б) и решение 

уравнения (6)   11( ) (0)T
m mt L I s G l




       
 

, где 1L    обратное преобразование Ла-

пласа: 
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Из принятого в условии леммы допущения 5 следует, что сигнал ( )f t  ограничен. Дейст-

вительно, так как корни полинома  det T
m mI s G l      det m mI s   (см. замечание 1) не 

совпадают с корнями полинома знаменателя передаточной функции ( )W s , равного 

 1 2
T s

n nc adj I s A A e b
   , то функция ( )f t , как результат применения обратного преобра-

зования Лапласа, не возрастает при t  . 
Далее докажем, что при соблюдении допущения 5 вынужденная составляющая вектора 

( )f t  ( (0) 0f  ) совпадает с R . Учитывая, что вектор   удовлетворяет выражению (6) и  

   1 '( ) ''( )
( ) ( ) ( ) ( )
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s

a s a s e
f t W s t t

b s b s e







   


, 

в силу линейности оператора 1( )W s  имеем 

  Tf G l f   .  (11) 

Применяя операторы дифференцирования в полиномах '( ),a s ''( ) sa s e , '( ),b s ''( ) sb s e  
к векторам   и f  с учетом (11), (6) и свойства (7) (которое также справедливо для f ), по-
следовательно получаем 

     '( ) ''( ) ( ) '( ) ''( ) ( )s sb s b s e f t a s a s e t     , 

   
'( ) ''( ) '( ) ''( )

T TG l G lT T T Tb G l b G l e f a G l a G l e
          

              
   

. 

Из последнего выражения следует, что f R  . Подставив f R   в (10), получим вы-
ражение (9) и доказательство леммы.                                                                                               ■ 

Выражение (9) позволяет применить принцип непосредственной компенсации и синте-
зировать настраиваемый закон управления в виде 

 ˆ Tu    ,  (12) 

где ˆ m   вектор настраиваемых параметров. 
Подставляя (12) в (9), получаем модель ошибки выходной переменной: 

 ˆ( ) ,TW s            . (13) 
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Если в системе отсутствует запаздывание ( 0   или 2 n nA   ), то выражение (13) по-

зволяет синтезировать алгоритм адаптации градиентного типа [25, 26]. Одним из наиболее 
распространенных решений в этом случае является метод расширенной ошибки [29] (см. 
также [25, 26]). Однако при наличии запаздывания и применении метода расширенной ошиб-
ки остается открытым вопрос о сохранении свойств устойчивости в замкнутой системе. Рас-
смотрим этот вопрос в рамках синтеза алгоритма адаптации и анализа его свойств. 

Алгоритм адаптации. В соответствии с принципом расширенной ошибки определим 
переменную 

  ˆ ˆ( ) ( )T TW s W s           . (14) 

Подстановка (13) в (14) позволяет получить статическую модель ошибки 

  ( )TW s      (15) 

и, далее, на базе этой модели синтезировать алгоритм адаптации [25, 26] 

  ˆ ( ) ,W s       (16) 

где    постоянная положительная величина.  

С помощью функции Ляпунова / 2TV       и анализа ее производной 2V    , полу-

ченной согласно (16) и определению  , можно показать, что евклидова норма   является 

невозрастающей функцией, 2  , 2ˆ     . 

Для доказательства сходимости ошибки управления   к нулю ( 2 ) используем мо-

дификацию леммы о перестановке, охватывающую класс передаточных функций с элемента-
ми запаздывания. 

Лемма 2 (модифированная лемма о перестановке). Пусть  

   1

1 2( ) T sW s c Is A A e b
   .   

Тогда справедливо равенство 
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где   1

1 2( ) T s
c n nW s c I s A A e


   ,   1

1 2( ) s
b n nW s I s A A e b


     передаточные матри-

цы размером 1 n  и 1n  соответственно. 
Доказательство. Рассмотрим две системы: 

 1 2 ˆ( ) ,
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T

T

x A x A x t b

y c x
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 1 2 ( ) ,
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z A z A z t b

y c z

      


  


 (19) 

Согласно (18), (19) 
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С учетом последнего выражения получаем 

   2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )T
z cy y c x z W s z A z t t            

 , 

откуда в силу (19) имеем 

 2ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T
c b by W s W s W s A W s t t                          

 . 

Далее, перенося слагаемое ˆ( ) TW s      в правую часть, получаем выражение (17).    ■ 

Используя лемму 2, сформулируем основной результат статьи, определяющий свойства 
адаптивной системы управления объектом с запаздыванием по состоянию. 

Утверждение. Алгоритм адаптации (16) совместно с настраиваемым регулятором (12) и 
фильтром (5) обеспечивают следующие свойства в замкнутой системе управления. 

I. Ограниченность всех сигналов в системе. 
II. Ошибка g y    стремится к нулю асимптотически. 

III. 2 2ˆ ,      , функция   невозрастающая. 

IV. Существует оптимальное значение коэффициента адаптации, при котором скорость 
настройки регулятора максимальна. 

Доказательство. Свойства I, III, IV доказываются с помощью функции Ляпунова 

/ 2TV       и ее производной 2V     (см. формулу (16)) [24, 25].  
Для доказательства свойства II воспользуемся результатом леммы 2. Подставим (17) в 

выражение для расширенной ошибки (14) и получим  

 2ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
c b bW s W s A W s t t                     

 . 

Так как норма   не возрастает, то из свойств I, III и допущения 1 следует, что 

ˆ ˆ ( )t     стремится к нулю асимптотически и, как следствие, выполняется свойство II.    ■ 

Моделирование. Рассмотрим объект (1) в форме „вход—состояние—выход“ с матри-
цами 

1
0 1

,
5 7

A
 

    
 2

0 1
,

1 1,5
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0

,
1

b
 

  
 

   1 0Tc  . 

Выберем задающее воздействие в виде ( ) sin 2g t t , предполагая, что амплитуда, часто-
та и фазовый сдвиг воздействия априори неизвестны. 

Алгоритм управления, обеспечивающий выполнение условия (2), состоит из настраи-
ваемого регулятора (12), фильтра (5) с матрицами  
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и алгоритма адаптации (16). Начальные условия для модели объекта, фильтра и алгоритма 
адаптации приняты нулевыми. 

Результаты моделирования замкнутой системы адаптивного управления при 1   с  
и различных значениях коэффициента адаптации   приведены на рис. 1. Анализ графиков 

показывает, что ошибка управления  сходится к нулю в условиях ограниченности ̂  (и, как 
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следствие, сигнала управления u ), а увеличение параметра   не влияет на конечный резуль-

тат сходимости ошибки. При существенном увеличении запаздывания (=500 с) сохраняется 
устойчивость замкнутой системы и достигается цель управления (рис. 2). 
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Рис. 2 

Заметим, что длительность переходных процессов в обоих экспериментах значительно 
превышает как величину запаздывания, так и время переходного процесса объекта, т.е. явля-
ется достаточно высокой. Это объясняется свойствами алгоритма адаптации (16), генери-
рующего настраиваемые параметры с произвольно медленной скоростью [25, 26]. В целях 
ускорения настройки регулятора предлагается использовать альтернативные алгоритмы адап-
тации, рассматриваемые в работах [22, 23]. 

Заключение. Приведено решение задачи адаптивного слежения выхода линейного  
объекта с запаздыванием по состоянию за мультисинусоидальным сигналом с неизвестными 
амплитудами, частотами и фазами гармоник. Решение задачи базируется на совместном ис-
пользовании специальной параметризации задающего воздействия и алгоритма адаптации с 
расширенной ошибкой. Доказательство свойств замкнутой системы строится с помощью мо-
дифицированной леммы о перестановке. 

Работа выполнена при государственной поддержке ведущих университетов Российской 
Федерации (субсидия 08-08). 
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ADAPTIVE TRACKING OF MULTIHARMONIC SIGNAL IN LINEAR SYSTEM WITH STATE DELAY 

D. N. Gerasimov, A. S. Miliushin, A. V. Paramonov, V. O. Nikiforov 

ITMO University, 197101, St. Petersburg, Russia 
E-mail: asmiliushin@mail.ifmo.ru 

 
The problem of output adaptive tracking of multiharmonic signal in linear time-invariant plant with state de-
lay is considered. The plant state vector is supposed to be unavailable for direct measurement, and refer-
ence signal parameters (amplitudes, phases and frequencies of harmonics) are a priori unknown. The so-
lution to the problem is based on internal model principle and adaptation algorithm with augmented error. 
It is shown that despite the delay, standard scheme of error augmentation preserves the stability proper-
ties of the closed-loop system. Results of simulation in the MATLAB / Simulink environment are pre-
sented. 

Keywords: adaptive control, system with state delay, internal model 
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