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Решается задача стабилизации линейного нестационарного объекта управления 
по выходу, то есть без измерения переменных состояния. Решение этой задачи 
затруднено тем, что выходная переменная содержит запаздывание, кроме того, 
в измерениях присутствует возмущение в виде синусоидальной функции вре-
мени с неизвестными постоянными параметрами. В предположении, что пара-
метры объекта управления являются известными нестационарными функциями 
времени, предлагается решение: синтез наблюдателя переменных состояния 
строится с использованием подхода, предусматривающего идентификацию по-
стоянных параметров.  
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Введение. В статье рассматривается задача синтеза стабилизирующего закона управле-
ния по выходу (т.е. без измерения вектора переменных состояния или производных выходно-
го сигнала) для линейного нестационарного объекта. Несмотря на то что рассматривается ли-
нейный объект с известными параметрами, именно нестационарность параметров вызывает 
дополнительные трудности [1, 2]. Особенные сложности возникают при управлении по выхо-
ду и при запаздывании (см., например, [3—6]).  

Отметим, что поднимаемая в статье проблема является крайне актуальной при решении 
практических задач, поскольку измерительные устройства вносят изменяющиеся во времени 
задержки. Этот факт осложняет оценку состояния динамической системы и, как следствие 
управление (в нашем случае стабилизацию), поскольку выходной сигнал будет подвержен 
задержкам. Заметим, что для линейных систем со стационарными параметрами данная про-
блема хорошо изучена, и сходимость наблюдателя обычно определяется выполнимостью ли-
нейного матричного неравенства. С другой стороны, проблема синтеза наблюдателей и мето-
дов управления по выходу активно исследуется (см. обзоры литературы и список ссылок в 
недавних публикациях [5, 6]).  

Предлагаемое решение от аналогов (см., например, [5, 6]) отличает одновременное наличие 
запаздывания и возмущающего воздействия в канале измерения. Именно возмущающее воздейст-
вие усложняет использование хорошо зарекомендовавших себя подходов, предусматривающих 
решение матричного дифференциального уравнения Риккати [5] и синтез предикторов [6].  
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В качестве возмущающего воздействия выбирается синусоидальный сигнал с неизвестными 
амплитудой, частотой и фазой. Такая постановка задачи имеет физический смысл и в общем 
случае может быть расширена до случая суммы нескольких синусоидальных функций.  

Математическая постановка задачи. Рассматривается полностью наблюдаемая и 
управляемая одноканальная линейная нестационарная система вида 
           ,x t A t x t B t u t   (1) 

       ( ),y t C t D x t D t      (2) 

где ( ), ( )A t B t  и ( )C t  — известные матрицы и векторы с переменными известными коэффи-

циентами; ( )u t  и y(t) — измеряемые сигнал управления и выходная переменная; 1,   и 

0 — неизвестные параметры возмущающего воздействия 1 0( ) sin( )t t      ; D — извест-

ное запаздывание, которое представляет собой некоторую гладкую ограниченную функцию 
времени. 

Требуется синтезировать наблюдатель 
ˆ( ) ( , ),x t G y u  

обеспечивающий выполнение целевого условия 
 ˆlim ( ) ( ) 0,

t
x t x t


   (3) 

где ˆ( )x t  — оценка вектора ( )x t , и построить регулятор ( ),u t  обеспечивающий асимптотиче-
скую устойчивость положения равновесия 0.x   

Синтез адаптивного наблюдателя. Для синтеза наблюдателя будем использовать ме-
тоды, предусматривающие параметрическую идентификацию [7, 8]. Для этого рассмотрим 
дифференциальное уравнение, аналогичное (1): 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t A t t B t u t      (4) 

Сформируем вектор  
 ( ) ( ) ( ).e t t x t    (5) 
Продифференцировав (5) с учетом уравнений (1) и (4), получаем 
 ( ) ( ) ( ).e t A t e t  (6) 
Из выражения (6) следует 
 ( ) ( ) ,e t t    (7) 
где   — вектор неизвестных постоянных параметров ( (0)e   при единичной матрице (0)  
и нулевых начальных условиях вектора ( )t ); матрица ( )t  является решением дифференциаль-
ного уравнения 
 ( ) ( ) ( ).t A t t    

Из уравнений (5) и (7) легко видеть, что  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,x t t e t t t         (8) 
откуда проблема синтеза наблюдателя переменных состояния ( )x t  может быть сведена к за-
даче идентификации вектора неизвестных постоянных параметров  . 

Таким образом, наблюдатель примет вид 

 ˆˆ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,x t G y u t e t t t         

где ̂  — оценка вектора неизвестных параметров .  
Из (8) легко видеть, что 

 ( ) ( ) ( )x t D t D t D       . 
Для идентификации вектора   подставим в уравнение (2) выражение 

 ( ) ( ) ( ) .x t D t D t D        
Тогда 
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 T T

T T

( ) ( )( ( ) ( ) ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

y t C t D t t t

C t D t D C t D t D t

C t D t D m t

       

          

      

 

где T T( ) ( ) ( ).m t C t D t D       
Таким образом, получаем  

 T T( ) ( ) ( ) ( ).y t C t D t D m t        (9) 
Рассмотрим линейный оператор 

 
2 2

2
( ) ,

( )

p
W p

p




 
 

где /p d dt  и коэффициент 0,   сформируем с его помощью на основе (9) вспомогатель-
ный сигнал вида 

 T( ) : ( )[ ( ) ( ) ( )]q t W p y t C t D t D      
и заметим, что 

 
2

T T 2
2

( ) ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ] [ ( )],
( )

q t W p m t t W p m t t
p


      


 

где в последнем выражении было использовано легко проверяемое соотношение 

 2 2[ ( )] ( ).p t t     
Таким образом, для идентификации вектора   находим регрессионную модель вида 

 

2
T 2 T T

2

T 2 T 2
1 2 3

( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ]
( )

,

q t W p m y t C t D t D m
p

m m m


        

 

     

 

где 
2 2

T T T T T
1 2 32 2

( )[ ]; [ ( ) ( ) ( )]; [ ].
( ) ( )

m W p m m y t C t D t D m m
p p

 
      

   
 

Итак, получаем стандартное регрессионное уравнение 

 T( ) ( ) ,q t M t    (10) 

где известный вектор T T T
1 2 3[ ; ; ]M m m m  и неизвестный вектор постоянных параметров 

 2 2col ; ; .       

Для идентификации вектора неизвестных постоянных параметров   могут быть ис-
пользованы любые известные подходы, в том числе хорошо зарекомендовавший себя метод 
динамического расширения регрессора и смешивания (DREM, Dynamic Regressor Extension 
and Mixing) [9]. 

Следуя [9], пропустим известные элементы регрессионной модели (10) через блоки за-

паздывания        H t t       , где R . Тогда для (10) имеем 

 T .
i ig gq M   (11) 

Сформулируем на основе исходной регрессионной модели (10) и отфильтрованной рег-
рессионной модели (11) расширенную регрессионную модель 
 ,e eq A   (12) 

где  
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1 1

1
1

T
1

T
2

T

; ;

n
n

g g
e e

ng g

Mq

q M
q A

q M


                                 

 
. 

Умножив (12) на алгебраическое дополнение ,eA  получаем 

adj e eY A q   , 

откуда получаем скалярную модель вида 
,i iY    

где  det eA  — определитель матрицы .eA  

Оценку i  получим по формуле 

 (ˆ ˆ/ )i i i id dt K Y     , (13) 

где iK  — положительное число, увеличивая которое, можно ускорять сходимость неизвест-

ных параметров к истинным значениям.  
Для формирования оценок вектора x(t) подставим полученные значения оцениваемых 

параметров ̂  в уравнение 

 ˆˆ( ) ( ) ( ) .x t t t     (14) 
Таким образом, представлен новый метод синтеза наблюдателя переменных состояния 

вида (4), (13), (14) в условиях измерений с запаздыванием и возмущений выхода, обеспечи-
вающий асимптотическую сходимость настраиваемых оценок к истинным значениям объекта 
управления. 

Синтез закона управления. Рассмотрим задачу синтеза закона управления c учетом 
наблюдателя (4), (13), (14). Для ее решения используем онлайн-процедуру решения матрич-
ного дифференциального уравнения Риккати (см., например, [5]). Рассмотрим модель (1), (2) 
в предположении, что вектор переменных состояния ( )x t  оценивается с использованием по-
лученного выше наблюдателя. Выберем закон управления в следующем виде: 

 T ˆ( ) ( ),u t B Px t    (15) 
где нестационарная матрица P находится из решения дифференциального уравнения Риккати 

 T T 2 QBP A P PA P B P P       , (16) 

0   и стационарная матрица T 0.Q Q   
Покажем, что при измеримом векторе ( )x t  и использовании закона управления вида 

(15) для объекта (1), (2) обеспечивается экспоненциальная сходимость вектора переменных 
состояния ( )x t  к нулю. Для этого рассмотрим функцию Ляпунова вида 

 T .V x Px  (17) 
Продифференцировав (1) с учетом уравнений (1), (2), (15), (16), получим 

 T T2 2V x Px x Qx V       . (18) 
Из неравенства (18) следует экспоненциальная сходимость вектора ( )x t  к нулю. Однако 

по условиям задачи вектор ( )x t  не измеряется, но может быть найден предложенным выше 
методом. Поскольку при условии незатухающего возбуждения (см., например, [10]) оценка 
(14) сходится экспоненциально к ( )x t , в силу неравенства (18) следует сходимость вектора 

( )x t  к нулю. 
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Численный пример. Для иллюстрации работоспособности предлагаемого подхода 
проведем компьютерное моделирование. Пусть параметры матриц ( ), ( )A t B t  и ( )C t  имеют 
следующий вид: 

 
21

0 1 0 5
( ) ; ( ) ; ( ) ,

( ) 0 1 1
A t B t C t

a t
     

           
 

где 21( ) cos(2 ) 2.a t t   

Проведем компьютерное моделирование для единичной матрицы T 0Q Q   и 1  . 

Примем T10, 0,05, (0) [0 0] , 1000ik K       и промоделируем наблюдатель (4), (13), (14) 

совместно с законом управления (15), (16). 

Предположим, что возмущающее воздействие ( ) 1sin(10 1)t t    и T(0) [1 2]x   . Гра-

фики переходных процессов для а — ˆ
i , б — ( )x t , в — ˆ( )x t , г — ˆ( ) ( ) ( )x t x t x t   представле-

ны на рис. 1 ( 1D  ) и 2 ( 20,5 cos ( )D t  ). 
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Рис. 1 
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Рис. 2 
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Из графиков переходных процессов можно видеть, что предлагаемый подход к синтезу 
закона управления обеспечивает достижение целевого условия (3) и асимптотическую устой-
чивость положения равновесия 0.x   

Заключение. В работе предложен метод синтеза закона управления для стабилизации 
линейного нестационарного объекта вида (1), (2). Данный метод предусматривает преобразо-
вание исходного линейного нестационарного дифференциального уравнения (1) в статиче-
скую регрессионную модель (10). Точная идентификация вектора неизвестных параметров 
(10) обеспечивает выполнение целевого условия (3). Был синтезирован стабилизирующий за-
кон управления по выходу для линейной нестационарной системы (1), (2), включающий в на-
блюдатель переменных состояния. Представленные в статье результаты компьютерного мо-
делирования иллюстрируют работоспособность предложенного подхода, а также демонстри-
руют хорошее качество переходных процессов. 
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STABILIZATION OF A LINEAR NON-STATIONARY SYSTEM UNDER CONDITIONS  
OF DELAY AND ADDITIVE SINUSOIDAL PERTURBATION OF THE OUTPUT 

Quoc Dat Vo, A. A. Bobtsov, N. A. Nikolaev, A. A. Pyrkin 

ITMO University, 197101, St. Petersburg, Russia  
E-mail: cuoi.di.em89@gmail.com 

 
A solution is proposed to the problem of stabilization of a linear non-stationary object controlled by 

the output, that is, without measuring the object state variables. The solution to this problem is complicated 
by the fact that the output variable contains a delay, and there is also a disturbance in the measurements 
in the form of a sinusoidal function of time with unknown constant parameters. Assuming that the parame-
ters of the control object are known non-stationary functions of time, the proposed solution provides for the 
synthesis of an observer of state variables and is constructed using an approach involving the constant pa-
rameters identification. 

Keywords: nonstationary systems, observers of state variables, identification of constant parame-
ters, sinusoidal disturbance, delay 
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