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Предложен метод оценивания параметров, которые, в свою очередь, могут быть 
представлены как выходы линейных генераторов. В общем виде это нестацио-
нарные параметры, описываемые полиномами времени, а также синусоидаль-
ными и экспоненциальными функциями времени с неизвестными амплитудами 
и фазами. В настоящей работе внимание уделено случаю полиномиальных па-
раметров. Решение задачи основано на преобразовании модели объекта к виду 
линейного регрессионного уравнения относительно переменных состояния ге-
нераторов, выходы которых описывают искомые параметры. Метод динамиче-
ского расширения и декомпозиции регрессора (или смешивания регрессора) 
позволил решить задачу восстановления всех переменных состояния и выход-
ных сигналов упомянутых генераторов за конечное время. Представлен число-
вой пример идентификации параметров модели движения надводного судна по 
курсу.  

Ключевые слова: нестационарные нелинейные системы, оценивание полино-
миальных параметров, метод динамического расширения и смешивания рег-
рессора 

Введение. Задача идентификации динамических систем не теряет актуальности, при 
этом допущения используемых методов и подходов ограничивают класс или режимы работы 
рассматриваемых систем.  

Среди методов управления в условиях неопределенности, как правило, преобладают ал-
горитмы, обеспечивающие заданное поведение системы, относящейся к классу математиче-
ских моделей определенной структуры. К подобным подходам, в частности, можно отнести 
схемы адаптивного и робастного управления, позволяющие решать задачи стабилизации и 
слежения для нестационарных объектов, в которых неопределенность согласована с управ-
ляющим входом [1—3]. 

Многие методы идентификации (как классические, так и современные) предполагают 
поиск эквивалентных преобразований математической модели, с тем чтобы получить линей-
ное регрессионное уравнение, содержащее измеряемые сигналы или вычислимые функции 
времени и вектор искомых параметров. На основе линейного регрессионного уравнения мо-
гут быть использованы хорошо известные метод наименьших квадратов, градиентно-
интегральные методы [4]. Серьезнейшим прорывом в области идентификации стационарных 
параметров линейных регрессионных уравнений, с точки зрения авторов, стал метод динами-
ческого расширения и декомпозиции регрессора [5], объединивший достоинства метода наи-
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меньших квадратов (увеличение ранга регрессора) и градиентных аналитических методов 
(менее зависимых от предыстории). Благодаря методу Крамера [6] матричное уравнение мо-
жет быть декомпозировано на скалярные уравнения, содержащие только один неизвестный 
параметр. Синтез алгоритмов оценивания на основе скалярных уравнений позволил не только 
избавиться от взаимного влияния оценок, приводящего к практически нерегулируемым коле-
баниям, но и оставить возможность исследования функций времени ошибок, так как интег-
рирование нестационарных скалярных уравнений может быть выполнено с получением ре-
шения в явном виде.  

В серии работ [7—10] исследованы особенности оценивания параметров и переменных 
состояния нелинейных и нестационарных систем благодаря специальной параметризации, 
позволяющей проблему синтеза наблюдателей трансформировать в задачу оценивания посто-
янных параметров, зависящих от начальных условий системы.  

В работе [11] обобщены метод динамического расширения и декомпозиции регрессора, 
а также метод [7], позволяющий получать точные оценки нестационарных параметров ли-
нейных регрессионных уравнений и синтезировать наблюдатели переменных состояний для 
класса нелинейных систем. Благодаря введению корректирующих членов в интегральные ал-
горитмы настройки параметров [12] удалось обеспечить робастность наблюдателей. 

В настоящей работе систематизируются достоинства упомянутых выше результатов и 
обобщаются постановки задач на более широкий класс нестационарных нелинейных систем, 
в которых требуется восстанавливать за конечное время как значения параметров, меняю-
щихся во времени, так и переменных состояния, необходимых для синтеза регуляторов. В ча-
стности, предложен метод оценивания параметров, которые, в свою очередь, могут быть 
представлены как выходы линейных генераторов с произвольными числами. В общем виде 
это нестационарные параметры, описываемые полиномами времени, а также синусоидальны-
ми и экспоненциальными функциями времени с неизвестными амплитудами и фазами. 

Постановка задачи. Рассмотрим нестационарную нелинейную систему вида, аналогич-
ную [1—3]: 

             x t Ax t B b t u t a t f x    , (1) 

где Nx R  — измеряемый вектор переменных состояния, 1u R  — управляющее воздейст-

вие, вектор нелинейных функций   Mf x R , а также матрицы 
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неизвестные параметры  b t  и  a t  имеют вид полиномов времени 

   2
0 1 2

m
mb t b b t b t b t    ,  

   2
0 1 2

n
na t a a t a t a t     (2) 

с известными степенями n  и m  и неизвестными параметрами jb  ( 0,.., )j m  и ia  ( 0,..., )i n . 

Требуется синтезировать алгоритм оценивания переменных параметров, обеспечиваю-
щий выполнение условия 

    ˆ 0a t a t  ,     ˆ 0b t b t  , 0t t  , (3) 

где 0 0t   — некоторый момент времени. 
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Параметризация модели. Рассмотрев каждую строку матричного уравнения (1), заме-
тим, что без потери общности можно исследовать задачу следующего вида: 
         y a t f y t b t u t  ,  

где 1y R  — измеряемая выходная переменная, 1u R  — управляющее воздействие,  f y  — 

известная нелинейная функция. 
Будем использовать инструмент итеративной параметризации с привлечением леммы о 

перестановках (Swaping Lemma [13]), который позволяет выводить из-под действия линейно-
го оператора нестационарные множители: 

            1 1 1 1
t t t t t t

p p p p

 
                

 , 

где переменный параметр  t  выведен из-под действия оператора 
1

 p  
, состоящего из 

оператора дифференцирования 
d

p
dt

  и числа 0  . 

Применим оператор вида 
1

p  
 к исходному уравнению (1): 

          1 1p
y t a t f t b t u t

p p p
 

     
, (4) 

где     f t f y t  — известная функция времени. 

Рассмотрим отдельно слагаемые правой части (4): 

            1 1 1 1
a t f t a t f t a t f t
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  . (5) 

Как видно, из-под действия оператора итеративно извлекаются параметр  a t  и его 

производные. И так до тех пор, пока не будет получено выражение для производной по вре-
мени параметра  a t  порядка  1n  , которая по условию задачи равна нулю. В результате 

итеративных вычислений операторов от произведения неизвестных и известных функций 
времени: 
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Аналогичное выражение получим для второго слагаемого в уравнении (4): 
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Для удобства введем следующие обозначения: 

 z t y
p




 
,    

 
 1

1
1

i
i i

q t f t
p

 
 

,    
 

 1

1
1

j
j j

g t u t
p

 
 

, 

     i
i t a t  ,      j

j t b t  , 1,..i n , 1, ,j m  . 

Тогда уравнение (4) можно переписать в более компактном виде: 

              y t z t t q t t g t e t       , (6) 
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где  1col ,.., n    ,  1col ,.., m    ,  1col ,.., nq q q ,  1col ,.., mg g g . Экспоненциально 

затухающая функция времени  e t  обусловлена ненулевыми начальными условиями в 

фильтрах z , iq  и jg . 

Введем также в рассмотрение матрицы  

1 2 1

1
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для описания моделей генераторов нестационарных параметров  a t  и  b t : 

   1Ha t t  ,     1Γt t   , 

    2Hb t t  ,      2Γt t   . (7) 

Утверждение 1. Для объекта управления вида (1) и линейных фильтров вида 

     z t z t y t    , 

        1 1Γ Hq t q t q t f y t     , 

       2 2Γ Hg t g t g t u t      

справедлива линейная регрессионная модель вида (6). 
Доказательство Утверждения 1. Рассмотрим вспомогательную переменную 

              e t z t y t q t t g t t       . 

Вычисляя производную  e t , получим 

                      e t z t y t q t t q t t g t t g t t                   

               1 2H Hz t y t t t f t t t u t         

            1 1 1 Γ H Γq t q t f t t q t t       
 

            2 2 2 Γ H Γg t g t f t t g t t      
   e t  , 

что и требовалось доказать.  
Из Утверждения 1 вытекает важное следствие.  
Следствие. Если нестационарные параметры  a t  и  b t  заданы с помощью матриц 

1Γ , 2Γ , 1H , 2H  произвольного вида, при известных значениях этих матриц  параметризация 

вида (6) также справедлива. Это означает, что параметры  a t  и  b t  могут иметь вид 

как полиномов времени, так и синусоидальных и экспоненциальных функций времени с неиз-
вестными амплитудами.  

В настоящей работе ограничимся решением задачи для параметров, описываемых поли-
номами времени с неизвестными коэффициентами. 

Синтез наблюдателей для нестационарных параметров. Получив параметризацию 
модели объекта (1) в виде линейного регрессионного уравнения (6), воспользуемся методом 
динамического расширения и декомпозиции регрессора [2] для получения скалярных регрес-
соров относительно элементов векторов  q t  и  g t . Поскольку переменные  z t ,  q t  и 
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 g t  зависят от параметра  , для удобства опустим аргумент времени и перепишем уравне-

ние (6) в виде 

        y z q g e           .  

Выберем l n m   различных значений параметра   и запишем систему уравнений в 
матричном виде 

 

 

 

   

   

1 1 1

Y :  :Φ

y z q g

y z l q l g l

  
                          

  

 

 

, 

откуда можно получить декомпозицию матричного уравнения на скалярные с помощью опе-
раций вычисления определителя  det *  и союзной матрицы  adj * . Экспоненциально зату-

хающие функции времени, которые тем быстрее сходятся к нулю, чем больше значение па-
раметра ,  не учитываются, 

 
 
 

 
   Δ

t t
t

t t

    
       

, (8) 

где      Δt t t    и      Δt t t    соответственно, 

 
 
      adj Φ t
t

Y t
t

 
  

,        Δ det Φt t . 

Замечание 1. Следует воспользоваться правилом Крамера [3] для вычисления значений 

 t  и  t  через определители матриц, сформированных на основе матриц  Φ t  и  Y t :  

k-й элемент вектора     adj Φ t Y t  равен определителю матрицы  Φ t , в которой k-й 

столбец заменен вектором  Y .t  

Замечание 2. Поскольку параметризация (6) содержит член      exp 0e t t e  , то 

декомпозиция (8) верна с точностью до экспоненциально затухающей функции времени.  
Соответственно оценки векторов  t  и  t  не могут быть получены за конечное время на 

основе неточного уравнения (8). Включим переменную  e t  в параметризацию:  

     0e t t e  ,     t t   ,  0 1  . 

Выберем (l +1) различных значений параметра   и запишем систему из полученных 
уравнений в матричном виде 
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откуда можем получить декомпозицию матричного уравнения  
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где      Δt t t    и      t t t     соответственно, 
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ρ
adj Φ Y

σ

t
t t

t

 
 

 
,          Δ det Φt t . 

Представим процедуру синтеза наблюдателей нестационарных параметров модели (1). 
Утверждение 2. Для функций времени  t  и  t , удовлетворяющих уравнениям (7) и 

(8), наблюдатели вида*
 

    FT
1

ˆˆ θa t t ,      FT
1

ˆ η̂b t t ,   

             FT
1

ˆ ˆ ˆθ Γ θ Δ ρ Δ θt t t t t t   
,  

             FT
2ˆ ˆ ˆΓ Δ Δt t t t t t        , 

           FT
1

1

1ˆ ˆ ˆ 0
1n n nt t w t

w t
   


,  

             FT
1 2

1

1ˆ ˆ ˆ 0
1i i it t w t w t

w t
    


, 

           FT
1

1

1
ˆ ˆ ˆη η η 0

1m m mt t w t
w t

 


, 

             FT
1 3

1

1 ˆˆ ˆη η 0
1j j jt t w t w t

w t
  


, 

с вспомогательными переменными  1w t ,  2w t ,  3 w t  

      2
1 1Δw t t w t  ,  1 0 1w  , 

           2 FT
2 2 1 1

ˆΔ Γ θw t t w t w t t   ,  2 0 0w  , 

          2 FT
3 3 1 2 ˆΔ Γ ηw t t w t w t t   ,  3 0 0w  , 

обеспечивают условие (3) при 0   и  0 0: Δ 0t t  . 

Доказательство Утверждения 2. Рассмотрим вспомогательные переменные θ θ θ    и 
η η η   , производные которых удовлетворяют следующей системе уравнений: 

           2 FT
1 1θ Δ θ θi i i it t t t t        ,  1,.., 1i n  , 

      2θ Δ θn nt t t   , 

           2 FT
1 1η Δ η ηj j j jt t t t t        ,  1,.., 1j m  , 

      2η Δ ηm mt t t   . 

Из второго и четвертого уравнений получим соотношения 

    
 

           
2

0

Δ

1
ˆ ˆ ˆ0 0 0 0

t

s ds

n n n n n nt t e w t


          , 

    
 

           
2

0

Δ

1ˆ ˆ ˆ0 0 0 0

t

s ds

m m m m m mt t e w t


        . 

В силу постановки задачи n  и m  являются константами, которые могут быть выраже-

ны из предыдущих двух выражений 

                                                 
* Индекс FT означает “finite time”, т.е. конечное время. 
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         1 1
ˆ ˆ1 0n n nw t t w t      , 

         1 1ˆ ˆ1 0m m mw t t w t     . 

В некоторый момент времени 0t , когда  Δ 0t  , невозрастающая функция  1w t  ста-

новится меньше единицы, а функция   11 w t  становится отличной от нуля. Простым де-

лением правой части выражения на   11 w t  получим точную оценку параметров n  и m  

с нулевой ошибкой. 
Далее рассмотрим ошибки оценивания для переменной 1 :n  

          
 

  
2Δ

FT
1 1 1 1 1

0

ˆ ˆ ˆ0 0

t

t s ds

n n n n n nt t w t e d


   


            = 

               1 1 1 1 1 1 1 1
0 0

ˆ ˆ0 0
t t

n n n n n nw t t ds w t t w t w t ds   

 
           

 
 

  . 

Вычисляя значения  1n  -го элемента вектора  2w t , получим 

  
 

   
   2 2 2

0
1

Δ Δ Δ

2 1
0 0

ˆ

t t s

n

t ts ds s ds s ds

n nw t e w s s ds e e ds 


    
     = 

 
 

   
2

0

Δ

1 1
0 0 0

t

t t ts ds

n n ne ds w t ds w t ds


        . 

Таким образом, для элемента  1n t  имеем регрессионную модель вида 

            
11 1 1 1 1 2

ˆ ˆ1 0
nn n nt w t t w t w t
         . 

В момент времени 0t  функция   1 01 w t  не равна нулю, поэтому простым делением 

правой части выражения на нее получим точную оценку параметра  1n t  для всех момен-

тов времени 0t t . Аналогично можно показать нулевую ошибку оценивания всех парамет-

ров вектора FT̂ , двигаясь итеративно от элемента  n t  к  1 .t  Те же рассуждения позво-

ляют утверждать о нулевой ошибке оценивания параметров вектора FTη̂ . 
Идентификация нестационарных параметров модели Номото. Для иллюстрации ра-

ботоспособности предлагаемого алгоритма идентификации рассмотрим пример численного 
моделирования задачи наблюдения нестационарных параметров модели Номото [14], описы-
вающей динамику движения надводного водоизмещающего судна по курсу: 
 φ ω ,   ω ωa br    , 

где φ  — курсовой угол, ω  — угловая скорость, r  — положение руля, a  — инерционный па-
раметр, b  — эффективность руля. Известно, что параметры a  и b  не являются константами 
и зависят от осадки судна, линейной скорости и прочих параметров. Обычно идентифициру-
ют усредненные номинальные значения на средних ходах, а в процессе функционирования 
уточняют значения. В рамках настоящей статьи будем допускать полиномиальный характер 
этих параметров и покажем работу предложенного алгоритма оценивания. 

На рис. 1—3 представлены результаты моделирования системы с параметрами 

  0,5a t t  ,   0, 2b t t  , 15u  ,  f y y y , 1 1  , 2 2  , 3 3  , 4 4  , 1000  .  
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Векторы параметров    1

2

t
t

 
    

 и    1

2

t
t

 
    

 имеют размерность 2n m  , а парамет-

ры 2  и 2  являются постоянными. На рис. 1 приведены графики оценок: а)  2
ˆ t  и  FT

2
ˆ ,t  

б)  2η̂ t  и   FT
2η̂ t ; рис. 2: а) диаграммы  a t ,  1

ˆ t  и  ˆ ,a t  б) ошибка оценивания 

    ˆa t a t ; рис. 3: а) диаграммы  b t ,   1η̂ t  и  ˆ ,b t  б) ошибка оценивания     ˆ .b t b t  
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Рис. 3  

Заключение. В работе предложен алгоритм оценивания нестационарных параметров 
для некоторого класса нелинейных систем вида (1). Решение задачи основано на преобразо-
вании модели объекта к виду линейного регрессионного уравнения относительно перемен-
ных состояния генераторов, выходы которых описывают искомые параметры. Метод дина-
мического расширения и декомпозиции регрессора (или смешивания регрессора) позволил 
решить задачу восстановления всех переменных состояния и выходных сигналов упомянутых 
генераторов за конечное время. 
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IDENTIFICATION OF POLYNOMIAL PARAMETERS OF NONSTATIONARY LINEAR SYSTEMS  

Kh. B. Dung, A. A. Pyrkin, А. А. Bobtsov, А. А. Vedyakov 

ITMO University, 197101, St. Petersburg, Russia  
E-mail: Dangkhacbinh90@gmail.com 

 
A method for estimating parameters, which, in turn, can be represented as outputs of linear 

generators. In general, these are non-stationary parameters described by polynomials of time, as well as 
sinusoidal and exponential functions of time with unknown amplitudes and phases. In this paper, attention 
is paid to the case of polynomial parameters. The solution to the problem is based on transforming the 
object model to the form of a linear regression equation with respect to the state variables of the 
generators, the outputs of which describe the sought parameters. The method of dynamic expansion and 
decomposition of the regressor (or mixing of the regressor) makes it possible to solve the problem of 
restoring all state variables and output signals of the mentioned generators in a finite time. A numerical 
example of identifying parameters of a model of surface vessel motion along the course is presented. 

Keywords: non-stationary nonlinear systems, estimation of polynomial parameters, method of 
dynamic expansion and mixing of regressor 
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