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Аннотация. Представлена модель рабочего места поверки средств измерений как нестационарной сис-
темы обслуживания с относительными приоритетами поступающего потока заявок. Модель основывается на 
построении многомерного графа и соответствующей системы уравнений Чепмена—Колмогорова. Модель по-
зволяет выявить и на качественном уровне объяснить основные закономерности и технологические параметры 
функционирования рабочего места. Представленную модель возможно использовать для расчета пропускной 
способности поступающих на поверку средств измерений, функционирующих в условиях изменяющейся рабо-
чей нагрузки на определенном временном интервале. Также модель возможно применять для обоснования тех-
нических требований при проектировании рабочих мест, которые предполагается использовать в условиях из-
меняющейся рабочей нагрузки.  
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Abstract. A model of the workplace for measuring instruments verification as a non-stationary service system 
with relative priorities of the incoming flow of applications is presented. The model is based on a multidimensional graph 
construction and corresponding system of Chapman—Kolmogorov equations. The model makes it possible to identify 
and explain the main patterns and technological parameters of workplace functioning at a qualitative level. The present-
ed model can be used to calculate the throughput of incoming measuring instruments operating under conditions of vary-
ing workload over a certain time interval. It is also possible to use the model to substantiate technical requirements when 
designing workplaces that are supposed to be used in conditions of changing workload.  
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Введение. В настоящее время в исследованиях различных проблем, задач и актуаль-

ных вопросов обеспечения единства измерений (ОЕИ) широко применяются методы мате-
матического моделирования. Вместе с тем большинство авторов в качестве инструмента 
моделирования используют теорию массового обслуживания (ТМО), достаточно широко 
применяют марковские и полумарковские модели для решения задач оценки и повышения 
эффективности процессов, функционирования различных систем и средств ОЕИ [1—8]. В 
этих работах авторы, применяя ТМО для моделирования, предполагают наличие такого 
режима функционирования системы, при котором коэффициент загрузки принимает значе-
ние ≤1. Режим справедлив, когда средняя интенсивность поступления заявок ниже интен-
сивности их обслуживания. 

Например, в работе [3] представлены результаты стохастического Р-бифуркационного 
анализа класса нелинейных марковских скачкообразных систем при комбинированных гар-
монических и случайных возбуждениях. 

Пример использования метода регенеративных точек на основе полумарковской модели 
представлен в работе [4]. Рассмотрены два случая: с техническим обслуживанием основного 
блока и без него. 

Система массового обслуживания с оптимальной политикой обработки приоритетных 
заявок рассмотрена в работе [7]. Обслуживается именно та заявка, которая системе приносит 
наилучший эффект (наибольший выигрыш) от ее обслуживания.  

В работе [8] представлен подход к моделированию отказов и восстановлению серверов 
как системы массового обслуживания типа M/M/2, на вход которой поступает простейший 
поток событий, при этом имеются два канала обслуживания, один из которых доступен по-
стоянно, а второй — с некоторыми перерывами. 

Однако при моделировании процесса функционирования рабочего места (РМ) поверки 
средств измерений (СИ) в метрологическом подразделении наибольший практический инте-
рес вызывают модели ТМО, позволяющие оценивать эффективность функционирования РМ 
в условиях перегрузки на некотором заранее заданном интервале времени — модели неста-
ционарных систем обслуживания (НСО). 

Основы теории НСО широко представлены в работах [9, 10]. В монографии [11] рас-
смотрены одноканальные и многоканальные НСО, описаны подходы к разработке динамиче-
ских моделей НСО, а также приведены примеры некоторых элементарных моделей НСО. 

В работе [12] представлены подходы к моделированию НСО с фиксированным количе-
ством, поступающим на обслуживание в систему заявок на заранее заданных временных 
интервалах, с учетом некоторых предположений о законах распределения значений интен-
сивности поступления и обслуживания заявок. 

В основу модели одноканальной НСО [13] положено преобразование Лапласа, также в 
этой работе представлен способ реализации принципа вероятностного баланса при составле-
нии системы уравнений, описывающих состояния НСО. 

Систематизации, а также анализу различных моделей НСО с конечными заявками, ме-
тодам их расчета и правилам построения вероятностных и временных характеристик посвя-
щена статья [14]. 

Программная реализация моделей НСО и анализ проблемных вопросов рассмотрены в [15]. 



 Математическая модель рабочего места поверки средств измерений 703 

JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2022. VOL. 65, N 10                                                  ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2022. Т. 65, № 10 

Модели ТМО, которые относятся к классическим, не позволяют в случае совместных 
плановых и приоритетных поверок моделировать процесс функционирования РМ поверки 
СИ. Также возникновение пиковых нагрузок на рассматриваемом временном интервале ука-
зывает, что в данном случае требуется применение моделей НСО. 

Таким образом, потребность в решении задач анализа, прогнозирования и оценки эф-
фективности РМ поверки СИ в условиях реальных рабочих нагрузок, с одной стороны, и ог-
раниченные теоретические возможности существующих методов и подходов к моделирова-
нию на основе классических моделей ТМО, с другой стороны, создают противоречие. 

Постановка задачи. РМ поверки СИ, как правило, функционирует в плановом режиме на 
основании годовых, месячных, недельных планов. Однако на РМ зачастую поступают СИ, кото-
рые необходимо поверить в оперативном порядке, отодвинув плановые работы. Будем считать, 
что известно число образцов СИ, поступающих за определенный интервал времени для плановых 
и приоритетных поверок (при этом заявки второго типа имеют приоритет в обслуживании по от-
ношению к плановым). РМ поверки СИ представим в виде одноканальной системы массового об-
служивания с приоритетностью в обслуживании заявок и без потерь последних. 

Приоритетные СИ поверяются в первую очередь, но при этом уже начатая поверка 
плановых СИ не прерывается. Предполагается, что используется экспоненциальный закон 
распределения поступления на поверку и самой поверки для каждой группы (типа) СИ, об-
ладающих разной интенсивностью. 

С целью определения наиболее важных характеристик функционирования РМ поверки 
СИ (таких как среднее время поверки всех или некоторых плановых и приоритетных СИ, ве-
роятность срыва выполнения поверочных работ на РМ в установленные сроки и т.д.) необхо-
димо разработать математическую модель РМ как одноканальную НСО с относительными 
приоритетами (НСО с ОП) и конечным числом СИ на определенном временном интервале. 

Базовая модель. Для описания базовой модели [11—14] используется граф верхне-
треугольной формы, на основании которого строится система уравнений Чепмена—
Колмогорова. В любой момент времени состояние системы характеризуется парой целых чи-

сел  ,i j , где i — число поступивших на поверку, но еще не поверенных СИ ( 0,i N ), а j — 

число поступивших и поверенных к данному моменту времени СИ ( 0,j N i  ). Суммарное 

количество состояний такой системы будет равно    сум 1 2 2N N N   . Система из сумN  

уравнений для нахождения вероятностей состояний имеет следующий вид [11—14]:  

 1, 1 1 1, 1

1

( )
( )( ( ) ( ) ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

ij
i j i ij j i j j

ij i j

dP t
H i P t P t H j P t
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( ) (0)
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H k P

k i j

   
    

 

НСО с относительными приоритетами. Для описания РМ поверки СИ как НСО с ОП 
введем следующие обозначения: p  — число приоритетов обслуживания потоков (групп) СИ; 

1( ,..., )pN N N  — множество СИ, где pN  — подмножество СИ p-го приоритета; 1( ,..., )pI i i  — 

множество СИ, которые поступили на поверку, но еще не поверены, где pi  — подмножество 

СИ, поступивших, но не поверенных, p-го приоритета; 1( ,..., )pJ j j  — множество СИ, кото-

рые поверены, где pj  — подмножество поверенных СИ p-го приоритета; 1( ,..., )p     — 

множество значений интенсивности поступления на поверку СИ, где p  — подмножество 

значений интенсивности поступления СИ p-го приоритета, ,1 ,( ,..., )
rr r r N    ; 
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1( ,..., )p     — множество значений интенсивности поверки СИ, где p  
— подмножество 

значений интенсивности поверки СИ p-го приоритета, ,1 ,( ,..., )
rr r r N    ; d  — приоритет 

СИ, которое поверяется в текущий момент времени ( 0d   при (0,...,0)i  ); ( , , )k i j d  — 
функция, отображающая параметры (порядковый номер) состояния системы. 

С учетом замен: 


1 1

1
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r p p l
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k i j d r k i i i j j d H i


     

1 1( , , ) ( ,..., 1,..., , ,..., 1,..., , ),r p r pk i j d k i i i j j j d    

а также введенных обозначений система уравнений (1) будет иметь следующий общий вид: 
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В начальный момент времени РМ поверки СИ находится в „нулевом состоянии“ —  
количество всех СИ, поступивших на поверку, а также всех поверенных СИ, равно нулю. Ве-
роятность нулевого состояния принимается равной единице, а вероятности всех остальных 
состояний принимаются равными нулю. После окончания всех поверок на РМ как НСО с ОП 
система должна прийти в конечное финальное состояние (0, Np, pi) для pi=1, 2,…, p, и даль-
нейшие переходы состояний невозможны. 

Модели, пригодные для практического решения задач анализа, прогнозирования и 
оценки эффективности РМ поверки СИ в условиях реальных нестационарных нагрузок, могут 
включать до нескольких десятков тысяч различных состояний. Поэтому необходимо приме-
нение алгоритмов формирования множества различных состояний, алгоритмов формирова-
ния множества переходов между состояниями и методов автоматизированного вывода 
уравнений [15]. Отметим, что учет относительных приоритетов в предлагаемой модели 
осуществляется за счет задания строгой и однозначной последовательности переходов, 
обеспечивающих выполнение заявок с более высоким приоритетом, в первую очередь. Из 
состояния, в котором количество поступивших на поверку приоритетных, но не поверенных 
СИ, отлично от нуля, возможны только переходы состояний, связанные с обслуживанием ис-
ключительно приоритетных заявок на поверку. 

Рассмотрен простой пример, позволяющий выявить и проанализировать многие харак-
терные закономерности функционирования НСО с ОП.   

Пусть на плановую поверку поступает два СИ, а на приоритетную — одно СИ, которое 
имеет относительный приоритет в поверке. На рис. 1 приведен граф состояния РМ. 

Предполагается, что интервалы времени поступления и поверки СИ описываются экс-
поненциальным законом распределения с интенсивностью  1 2,   и  1 2,   для плановых и 

приоритетных СИ соответственно. Обозначения в вершинах означают следующее: в первой 
строке — число поступивших плановых СИ, но не поверенных, через запятую — число пове-
ренных; во второй строке — число подлежащих приоритетной поверке СИ, через запятую — 
число поверенных. Из данного примера видно, что состояния НСО с ОП различаются числом 
как плановых, так и приоритетных СИ. Эта особенность приводит к увеличению количества 
возможных состояний НСО с ОП до 18 (рис. 2), по сравнению с базовой моделью (шесть со-
стояний). 
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Рис. 1 

С учетом выражения (2) для нахождения вероятностных состояний необходимо решить 
систему дифференциальных уравнений: 
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с начальными условиями: 

00; (0) 1; (0) 0, (1,17)kt P P k      

и условием нормирования:  

0

1, (0,17).
I

i
i

p i


   

Результаты численного моделирования. Рассматриваемый временной интервал —  
30 дней. Основные исходные данные, использовавшиеся в расчетах, приведены в табл. 1.  

Таблица 1 
Интенсивность поступления CИ на поверку и поверки СИ,  
а также соответствующие параметры загруженности РМ 

Вариант 1 1 2 2 k1 k2 
1 0,65 0,7 0,65 0,7 0,929 0,929 
2 0,65 0,7 0,5 0,8 0,929 0,625 
3 0,65 0,7 0,4 0,9 0,929 0,444 
4 0,45 0,7 0,4 0,9 0,643 0,444 

Вероятность различных состояний НСО рассчитана в математической инженерной про-
грамме Mathcad Prime 4.0.   

На рис. 2 и 3 представлены результаты для вариантов 1 и 2 из табл. 1 сравнительного 
анализа вероятностей нахождения в различных состояниях для моделей, учитывающих толь-
ко приоритетные заявки — S_10 и S_01, только обычные заявки — S_10 и S_01, а также для 
НСО с ОП — S_2010 и S_0201.  

 
 P, о.е. 

0,3

0,2

0,1

0                5            10          15          20          25  t, дней 

S_20
S_10 
S_2010

 
Рис. 2 

 P, о.е. 

1 

0,8

0,6

0,4

0,2

0                  5            10            15            20            25  t, дней 

S_20
S_10 
S_2010

 
Рис. 3 

Видно, что значения вероятности, полученные моделью НСО, не являются суммой мо-
делей с приоритетными и плановыми заявками. Таким образом, модель НСО позволяет полу-
чать качественно новые результаты.  

С целью оценки времени выхода на финальное состояние S_0201 (свободное состояние) 
было проведено сравнение вариантов 1, 2 и 3 (рис. 4).   
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Рис. 4 

Время перехода в свободное состояние характеризует степень загруженности РМ: 
время вхождения графика функции 02/01( )P t  в 5 %-ную область финального значения (кри-

вая 0,95 на рис. 4). Видно, что для варианта 1 оценка момента времени перехода в сво-
бодное состояние меньше, чем для других вариантов. Описанный эффект зависит от соб-
ственных значений матрицы системы уравнений (2). Проведенный анализ показал, что 
для варианта 1 матрица системы (2) имеет одно нулевое собственное значение и семна-
дцать отрицательных: –0,65; –0,65; –0,65; –0,7; –0,7; –0,7; –0,7; –0,7; –1,30; –1,30; –1,35;  
–1,35; –1,35; –1,35; –1,35; –1,35; –2 (равных линейным комбинациям значений интенсивно-
сти  1 2 1 2, , ,     c отрицательными  коэффициентами). Известно, что скорость увеличения 

вероятности 02/01( )P t  до единицы определяется наименьшим по модулю отрицательным соб-

ственным значением. Отметим, что наименьшее по модулю отрицательное собственное зна-
чение имеет матрица для варианта 1.    

С целью оценки влияния загруженности РМ на своевременность проведения поверок 
на рис. 5 представлены вероятности состояний S_2010 для разных вариантов. Параметр 
загруженности (согласованности входящего и исходящего потоков) равен отношению ин-
тенсивности поступающего потока к интенсивности потока. Для рассмотренных вариан-
тов параметры загруженности приведены в последних двух столбцах табл. 1.  

 P, о.е. 

0,1 

0,08 

0,06 

0,04 

0,02 

0                5          10          15         20         25   t, дней 

S_2010-а
S_2010-b 
S_2010-c 
S_2010-d 

 
Рис. 5 

Видно, что наибольшее значение вероятности достигается для исходных данных ва-
рианта 1, который характеризуется наибольшей загруженностью как по плановым, так и по 
приоритетным поверкам. Наименьшее значение вероятности достигается для исходных дан-
ных варианта 4 с наименьшей загруженностью. Отметим также, что максимальное значение 
вероятности для варианта 4 достигается раньше, чем для вариантов 3, 2 и 1, т.е. среднее время 
ожидания поверок для исходных данных варианта 4 меньше, чем для других вариантов. 

Во всех рассмотренных выше случаях с целью выявления общих закономерностей из-
менения вероятностей состояний за начальное принималось „нулевое состояние“: его вероят-
ность принималась равной единице, а вероятность остальных состояний принималась равной 
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нулю. Как показали расчеты, при таких условиях система достаточно быстро переходит в 
свободное состояние и остается недозагруженной.  

В действительности при планировании поверок СИ стремятся загружать РМ относитель-
но равномерно. Если выбрать интервал времени в один месяц и предположить, что состояние 
системы „обнуляется“ в начале каждой календарной недели, то зависимость вероятности ожи-
дания поверки (сумма вероятностей состояний S_2010 и S_1110) на рассматриваемом интервале 
времени имеет вид, представленный на рис. 6.  

 P, о.е.

0,04

0,03

0,02

0,01

0             5         10        15        20        25        30 t, дней 

1 неделя
2 неделя 
3 неделя 
4 неделя 
Сумма 

 
Рис. 6 

Видно, что загрузка РМ становится более равномерной в течение всего месяца, по 
сравнению с вариантами, изображенными на рис. 3 и 6. Если „обнуление состояний“ про-
изводить чаще одного раза в неделю, то равномерность загрузки РМ будет только увеличи-
ваться. Однако при этом момент время выхода вероятности свободного состояния в  
5 %-ную область финального значения будет возрастать (момент времени, когда все посту-
пившие на поверку приоритетные и плановые СИ будут поверены к концу заданного интер-
вала времени). 

Отметим, что в табл. 1 значения интенсивности поступления СИ на поверку меньше 
значений интенсивности поверки СИ. Такие режимы, как было отмечено во введении, харак-
терны для классических систем ТМО. Рассмотрим для примера несколько других вариантов 
исходных данных по значениям интенсивности поступления на поверку СИ и интенсивности 
их поверки на РМ (табл. 2). 

        Таблица 2  
Значения интенсивности поступления и поверки СИ 

Вариант 1 2 1 2 
1 0,8 0,75 0,65 0,48 
2 0,4 0,8 0,5 0,75 
3 0,5 0,5 0,5 0,5 

В первом варианте (см. табл. 2) интенсивность поверки плановых и приоритетных СИ 
ниже интенсивности поступления на поверку, что говорит о высокой вероятности возникно-
вения в системе в данном случае пиковой загруженности. Во втором варианте интенсивность 
поступления плановых СИ на поверку ниже интенсивности поверки плановых СИ; а интен-
сивность поступления приоритетных СИ выше интенсивности их поверки. В третьем вариан-
те интенсивность поступления на поверку плановых и приоритетных СИ равна интенсивно-
сти их поверки.  

Расчет вероятностных состояний НСО для значений интенсивности поступления на по-
верку и поверки СИ, представленных в табл. 2, выполнен в программе Mathcad Prime 4.0. 

Так, например, зависимость значения вероятности поверки всех СИ, которые поступили 
в систему, от времени для варианта 1 (см. табл. 2) представлена на рис. 7; для варианта 2 — 
на рис. 8; для варианта 3 — на рис. 9. 
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Рис. 7 
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Рис. 8 
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Рис. 9 

Заключение. В работе представлена модель РМ поверки СИ как НСО с ОП поступаю-
щего потока заявок на поверку. Модель основывается на построении многомерного графа и 
соответствующей системы уравнений Чепмена—Колмогорова. В работе реализована простая 
модель РМ поверки СИ как НСО с ОП, позволяющая выявить и на качественном уровне  
объяснить основные закономерности функционирования РМ и оценить технологические па-
раметры функционирования. 

Представленную модель возможно использовать для расчета характеристик рабочего 
места по пропускной способности поступающих на поверку СИ, функционирующих в усло-
виях изменяющейся рабочей нагрузки на директивно определенном временном интервале. 
Также данную модель возможно применять для обоснования технических требований при 
проектировании перспективных РМ, которые предполагается использовать в условиях изме-
няющейся рабочей нагрузки на определенном интервале времени. 
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Возможность задавать разные значения интенсивности при переходах состояний систе-
мы позволяет в разработанной модели рассматривать интенсивность как управляющее воз-
действие. Управление интенсивностью поверок может быть использовано для обеспечения 
тех или иных технических и технологических требований к РМ поверки СИ.    

Результаты анализа возможностей и особенностей программной реализации [15] моде-
лей НСО из других предметных областей позволяют сделать вывод о перспективности при-
менения разработанной в статье модели для моделирования процесса реального функциони-
рования РМ как НСО с ОП.   
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