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Аннотация. Предложено геометрическое представление случайного процесса. Введены новые векторы 
производной огибающей и скорости вращения вектора огибающей в графической интерпретации случайного 
процесса. Выражения для производной огибающей и угловой скорости имеют сходные структуры и являются 
ортогональными проекциями одного и того же вектора. Логарифмическая производная огибающей и производ-
ная фазы случайного процесса также имеют сходные структуры, близкие и даже совпадающие вероятностные 
характеристики. Для узкополосного гауссовского случайного процесса установлена простая связь их корреля-
ционных функций.  
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Abstract. A geometric representation of a random process is proposed. New vectors of the derivative of the 

envelope and the speed of rotation of the envelope vector are introduced in the graphical interpretation of the random 
process. Expressions for the envelope derivative and angular velocity have similar structures and are orthogonal projec-
tions of the same vector. The logarithmic derivative of the envelope and the derivative of the phase of a random process 
also have similar structures, close and even coinciding probabilistic characteristics. For a narrow-band Gaussian random 
process, a simple connection between their correlation functions is established. 
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Представим ( )t  — узкополосный гауссовский процесс с симметричным спектром в 
виде [1]  
 0( ) ( ) cos[ ( )]t A t t t    ,  (1) 

где ( )A t — амплитуда, ( )t  — фаза, 0  — центральная частота спектра. 

Известно [2], что одномерные плотности вероятности производной фазы ( )t  и лога-

рифмической производной огибающей  ( ) ln ( ) ( ) / ( )t A t A t A t
     совпадают. Более того, 

( )t  и ( )t  имеют сходные структуры и образованы одними и теми же функциями — квад-

ратурными составляющими ( ), ( )c sA t A t  процесса ( )t  и их производными ' '( ), ( )c sA t A t : 
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Так как ( ) ( ) / ( )t A t A t  , то и ( )t  может быть представлена в виде  
 ( ) ( ) / ( )t B t A t  ,  (3) 
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С другой стороны, производная огибающей равна 
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Следовательно, ( )B t  и ( )A t  являются ортогональными проекциями вектора r(t), на-
правленного по касательной к траектории вектора ( )tA , в системе координат, повернутой на 
угол ( )t  относительно основной системы координат, ось абсцисс которой горизонтальна 

(см. рисунок). Проекции '( )cA t  и ' ( )sA t  вектора r(t) в основной системе координат не показа-

ны; на рисунке B(t) — скорость вращения вектора ( )tA , перпендикулярная этому вектору.  

 

Введение B(t) как проекции вектора r(t) в дополнение к ( )tA  естественно. Отсюда сле-
дует, что представление ( )t  должно быть таким как у логарифмической производной оги-
бающей ( )t , т.е. обратно пропорционально огибающей, а не квадрату огибающей, как ут-
верждается, например, в [3]. Вероятностные характеристики производной фазы связаны с 
процессом, обратно пропорциональным огибающей. Представление (3) объясняет известные 
факты, в том числе искажения ( )t , возникающие при ограничении огибающей [4], связь 
больших значений ( )t  с замираниями огибающей [5], бесконечность дисперсии ( )t  [6]. 
Изменения вектора r(t) и его проекций B(t) и ( )tA  обусловлены изменениями огибающей и 
фазы. Поэтому производная логарифма огибающей ( )t , как и производная фазы ( )t ,  
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характеризует изменения огибающей и фазы. Для ( )t , определенной в (2), выполняются  
такие свойства частоты, как независимость от выбора единицы измерения процесса ( )t  и 
обратно пропорциональная зависимость от изменения масштаба времени t. Возможное ис-
пользование ( )t  в качестве случайной частоты рассмотрено в [6]. При этом для измерения 
частоты используется только огибающая, тогда как для измерения ( )t  требуются квадра-
турные составляющие ( )t .  

Для вычисления ( )B   — корреляционной функции логарифмической производной 

огибающей — применен тот же метод, каким в [1] получена корреляционная функция произ-
водной фазы ( )t  — без использования двумерной плотности вероятности ( )t , имеющей 
очень сложную форму [7].  

Используя 1m  как символ математического ожидания, запишем  
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Для определения ( )B t  необходимо знать нормальную плотность вероятности случай-

ных величин ' ' ' '( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )c c c c s s s sA t A t A t A t A t A t A t A t        . В силу симметрии 

энергетического спектра ( )F   процесса ( )t  составляющие ( )cA t  и ( )sA t  независимы, их 

корреляционные функции одинаковы и равны 2 ( )   , где 2 — дисперсия, ( )   — коэффи-
циент корреляции ( )t . Поэтому указанная нормальная плотность вероятности восьмого по-
рядка равна произведению двух нормальных плотностей вероятности четвертого порядка [1, 
(8.127) и (8.128)], причем для каждой из них используется интегральное представление через 
соответствующую четырехмерную характеристическую функцию. Используя последние, 
представим (6) в следующем виде: 
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1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 3 4 1 2 3 4dx d x dy d y dx d x dy d y dv dv dv dv du du du du , (7) 

где n kr  — элементы корреляционной матрицы [1, (4.179)].  

Структура (7) такая же, как в выражении [1, (8.129)] для корреляционной функции про-
изводной фазы ( )t , поэтому ( )B   находится тем же путем: вычисляются четыре однотип-

ных интеграла, содержащие интегральные представления дельта-функции и ее производной 
[1, 8], и после упрощений благодаря фильтрующим свойствам дельта-функции и ее произ-
водной получаем 

 
   4 2 2 2

1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 2 2 2

1 1 3 3

1
( ) . . .

4 ( )( )

v v u u v v u u
B

v u v u

 


 

      
  

     

  
2

2 2 2 2
1 3 1 3 1 3 1 31 3 1 3exp 2 2

2
v v u u v v u u dv dv du du

 
         

  
.  (8) 

Интеграл (8) можно представить в виде суммы двух слагаемых: 
 1( ) ( ) ( )B B B      ,  (9) 
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где первое слагаемое в правой части (9) совпадает с известной корреляционной функцией 
производной фазы ( )t  [1, (8.135) и (8.137)], а второе слагаемое — следующее:  
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Итак, корреляционная функция ( )t  равна 
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.   

Аналогичный результат для ( )B   можно получить из ( )LB   — корреляционной функ-

ции логарифма огибающей ( )t  [1, (8.58)], т.е. 

  ( ) LB B
    .  

Предложенное геометрическое представление случайного процесса с введением вектора 
скорости вращения вектора, описывающего случайный процесс, открывает возможности для 
развития геометрических методов исследования. Введение нового параметра случайного 
процесса — логарифмической производной огибающей, имеющей сходные структуру и веро-
ятностные характеристики с производной фазы (случайной частотой), позволяет получить 
менее сложным путем известные результаты, связанные с производной фазы, а также новые. 
Простая связь корреляционной функции логарифмической производной огибающей с корре-
ляционной функцией производной фазы гауссовского случайного процесса является связью 
огибающей и фазы процесса через их производные. Полученные результаты могут быть при-
менимы к негауссовским случайным процессам. 
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