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Аннотация. Предлагается аналитический подход к исследованию счетных однородных марковских це-
пей. Приводится алгоритм выборочного поиска операторов „вход—выход“ в z-форме. Описываются простые 
аналитические процедуры получения функций вероятностей при вещественных и комплексно-сопряженных 
собственных значениях матрицы переходных вероятностей. Даются оценки для границ наступления устано-
вившегося режима в тактовом времени. Приводятся дополнительные результаты для установившегося режима с 
помощью алгоритма развертывания характеристических определителей. Основные выкладки иллюстрируются 
оценкой характеристик марковских цепей с учетом влияния переходной динамики при изменении вероятностей 
состояний на интервале функционирования в тактовом времени. Также рассматриваются аспекты надежности 
вычислений при оценке значений вероятностей с помощью предлагаемого подхода.  
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Введение. Марковские цепи (МЦ) находят широкое применение при исследовании раз-

личных стохастических систем [1—4]. Современные программно-аппаратные возможности 
векторно-матричных вычислений в большинстве случаев принципиально позволяют получать 
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характеристики МЦ, базирующиеся на оценках вероятностей состояний. При этом, как пра-
вило, проблемы накопления погрешностей и контроля правильности конечного результата не 
считаются критичными. Достаточно часто исследования сводятся к получению вероятностей 
в установившемся (стационарном) режиме, по определению не совпадающих со средними их 
значениями на любом заданном интервале функционирования цепи в тактовом времени. При 
этом очевидно, что отклонение может быть тем заметнее, чем позже наступает установив-
шийся режим. 

Анализу переходной динамики функционирования марковских процессов с непрерыв-
ным временем посвящены работы [5—10], из которых к настоящей статье наиболее близки 
источники [9, 10]. Однако исследования именно МЦ с дискретным временем в указанных 
публикациях отсутствуют как таковые. 

Постановка задачи. В качестве МЦ в статье рассматривается счетная однородная цепь 
из n  состояний с математическим описанием в виде матрицы переходных вероятностей 
(МПВ) и вектора начального распределения вероятностей (ВНРВ):  
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Т — символ транспонирования.  
Допускается достаточно общий вариант, когда спектр матрицы P  составляют некрат-

ные вещественные и комплексно-сопряженные собственные значения. Очевидно, что некото-
рые элементы МПВ и ВНРВ могут быть нулевыми. Функционирование МЦ по смыслу ис-
ключает реакцию на отсутствующие компоненты ВНРВ. 

Динамика такой цепи с тактовым временем k  описывается векторно-матричным рекур-
рентным уравнением [1—4]: 

 T( +1) ( )k kP P P ,  (2) 
где ( )kP  и ( +1)kP  — векторы вероятностей состояний на шагах k  и 1k   (в моменты такто-
вого времени k  и 1k  ). 

Уравнение (2) позволяет представить рекуррентное определение вектора вероятностей, 
в том числе в преобразованной форме 

  T( ) (0)
k

k P P P .  (3) 

Также известны алгоритмы определения стационарных значений компонентов вектора 
вероятностей (установившегося решения) при использовании аппарата собственных значений 
и собственных векторов матриц [1, 4]: 
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где lim (...)
k

 — обозначение предела при стремлении количества тактов к бесконечности;  

V  — матрица собственных векторов TP ; Z  — диагональная матрица собственных значений 

матрицы TP ; 1, 2z , 3z ,…, nz  — собственные значения матрицы TP ( P ); ( )k P  — вектор 

установившихся (стационарных) значений вероятностей состояний. 

Здесь матрица решения для установившегося режима 1
1

VZ V  состоит из столбцов век-

тора ( )k P . 
Выполнение указанных процедур обеспечивает пользователя многочисленными число-

выми данными и позволяет (при соответствующей квалификации последнего) исследовать в 
первую очередь стационарные режимы. При увеличении порядка матрицы P  (т.е. числа со-
стояний МЦ), количества тактов функционирования k , а также при необходимости учета 
влияния переходных режимов интерпретация результатов становится все более затрудни-
тельной и не наглядной. 

Наличие аналитических выражений для функций вероятностей в силу компактности и 
наглядности значительно упрощает процедуры анализа и синтеза МЦ. Важно, что при этом, в 
отличие от рекуррентных схем, погрешности не накапливаются от шага к шагу. Теоретически 
процедуры получения аналитических выражений решетчатых функций строятся на основе z-
преобразования (прямого и обратного) [11, С. 67—85; 12, С. 15—50]. 

При опоре на аппарат переменных „вход—выход“ уравнение (2) в результате  
z-преобразования при ненулевых начальных условиях в виде ВНРВ (1) и несложных транс-
формаций принимает следующую форму [11, С. 128—137]: 

 T -1
0( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) (0)nz z z z z   P E P P Φ z P Φ P .  (7) 

Здесь ( )zP  — z-изображение вектора текущего распределения вероятностей (ВТРВ);  

nE  — единичная ( n n )-матрица; T 1
0 ( )nz z z z z  Φ ( ) ( E P ) Φ  — ( n n )-матрица  

z-передаточных функций от ВНРВ к ВТРВ; (0)P  — ВНРВ, по терминологии аппарата пере-
менных „вход—выход“, формально являющийся вектором ненулевых начальных условий. 

Получение обратной характеристической матрицы-резольвенты T 1( ) )nz z  Φ ( E P  

справедливо считается трудной вычислительной задачей. Основным подходом к ее решению 
является метод Д. К. Фаддеева [13], алгоритмическая схема которого предполагает связанный 
поиск всех элементов без исключения, что далеко не всегда необходимо на практике. Кроме 
того, в [14, С. 297—298] критикуется чувствительность данного подхода к порядку исходной 
матрицы, приводящая к „геометрическому“ нарастанию погрешностей вычислений при пере-
множении промежуточных числовых матриц большого размера. 

Переход от компонентов вектора ( )zP  к их оригиналам в тактовом времени осуществ-
ляется с помощью процедуры обратного z-преобразования [11, 12]. При этом основную труд-
ность вызывает получение составляющих, соответствующих комплексно-сопряженным парам 

собственных значений матрицы P  ( TP ). Например, аналитические соотношения, описанные 
в книге [12, С. 39—40], имеют весьма малое практическое значение в связи с их чрезвычай-
ной сложностью и необходимостью знания не только полюсов (собственных значений мат-

рицы P  ( TP )), но и нулей z -передаточных функций (т.е. корней числителей). 
В этой связи актуальна разработка аналитического подхода, который позволял бы при 

необходимости выборочно получать выражения для функций вероятностей состояний в МЦ 
наглядно и точно, в „замкнутой“ аналитической форме и находить средние значения вероят-
ностей на заданном интервале функционирования в тактовом времени. Вспомогательными 
задачами выступают обоснование процедур получения оценок для границ наступления ус-
тановившегося режима, а также поиска решения для установившегося режима с помощью 
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алгоритма развертывания характеристических определителей. Достижение указанных целей 
с использованием аппарата переменных „вход—выход“ составляет основное содержание на-
стоящей статьи. 

Выборочный поиск операторов „вход—выход“. При исследовании МЦ часто встре-
чается ситуация, когда пользователя интересует единственный оператор „вход—выход“, а 
именно единственная передаточная функция Φ ( )ij z

 
от j-го компонента ВНРВ к i-му компо-

ненту ВТРВ (например, когда в ВНРВ один компонент равен 1, а исследуется функция ве-
роятности только одного из состояний). Данная задача решается методом Крамера при нали-
чии программ развертывания частных функциональных определителей, структуры которых 
не являются „характеристическими“. При наличии стандартных средств развертывания ха-
рактеристических определителей для выборочного поиска скалярных элементов матрицы 

( )zΦ  предлагается использовать алгоритм [15, 16]: 

 
T

1
T

det( ) det( )( )
( )

(0) det( )

n ii n iji
ij

j n

z z zP z
z

P z

   
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

E P E D

E P
,  (8) 

где ( )iP z  — i-й компонент ВТРВ в z -форме; (0)jP  — j-й компонент ВНРВ; det(...)  — обо-

значения характеристических определителей числовых матриц; 1nE  — единичная 

( ( 1) ( 1)n n   )-матрица; T
iiP  — матрица TP , уплотненная в результате удаления i-й строки и 

i-го столбца; ijD  — матрица TP , в которой i-й столбец коэффициентов заменен на j-й стол-

бец матрицы nE . 

Применение формулы (8) позволяет не только найти необходимое количество операто-
ров „вход—выход“ от единственного до всех n , но и сохранить точность вычислений для 
систем высокого порядка при поиске полиномов через спектры соответствующих матриц с 
помощью, например, QR-алгоритма В. Н. Кублановской, J. G. F. Francis [17]. При выполне-
нии условия i j  формула (8) упрощается до следующего варианта:  
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При произвольных значениях компонентов ВНРВ знание элементов матрицы ( )zΦ  все-
гда позволяет найти требуемую линейную комбинацию для искомой составляющей вектора 

( )zP  по формуле 

 
1

( )
( ) ( ) (0) ( )

( )

n
i

i ij j i
j

B z
P z z P z

A z
     .  (10) 

В свою очередь, z-оператор (10) позволяет перейти к процедуре получения аналитиче-
ского выражения для решетчатой функции вероятности [11, С. 74—78]:  

  1 1 1( ) 1
( ) ( ) ( )

( ) 2
ki

i i i
r

B z
P k Z Z z z z dz

A z j
   

       
 .   (11) 

В выражении (11):  1 ...Z   — символ обратного z-преобразования. В соотношениях 

(9)—(11) в качестве влияющего входа (входов) условно принимаются компоненты ВНРВ сту-
пенчатого вида ( ) (0) 1( )j jP k P k  . 
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Получение функций вероятностей состояний. В спектре собственных значений мат-

рицы TP  всегда имеется одно, равное единице. При исследовании счетных однородных МЦ с 
конечным числом состояний все остальные ее собственные значения находятся внутри еди-
ничной окружности комплексной плоскости. Наиболее общим вариантом при этом является 
наличие некратных вещественных и комплексно-сопряженных корней. Не искажая общности 
результатов, можно остановиться на исследовании единственного динамического образа од-
нородной МЦ при наличии передаточной функции (8) и указанного выше корневого портре-
та. Таким образом, основной исследуемый оператор представляется в виде 

 
2 3

( )
( )

( 1)( )( )...( )
ij

ij
n

B z
z

z z z z z z z
 

   
,  (12) 

где 1, 2z , 3z ,…, nz  — собственные значения матрицы P  ( TP ) (некратные корни единого для 

всех передаточных функций знаменателя). 
Контурное интегрирование из соотношения (11) на практике сводится к использованию 

так называемых вычетов [11, С. 74—78; 12, С. 36—38]. В частности, компонент , ( )m ijC k , обу-

словленный любым вещественным корнем mz  ( m  — номер корня) в знаменателе (12), нахо-

дится достаточно просто с помощью соотношения 

 1
, ,( ) res ( ) lim ( ) ( ) ( )

m

k k
m ij ij m ij m ij m

z zm
C k z z z z z c z

z z



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
.  (13) 

Здесь res(...)

  

— обозначение вычета; ,m ijc  — числовая константа. 

При наличии среди корней в знаменателе (12) комплексно-сопряженных пар задача, как 
отмечено выше, усложняется. Получать часть функции вероятности в виде соответствующей 
синусоиды предлагается с помощью простых аналитических процедур на примере обобщен-
ной в плане обозначения индексации (2,3) комплексно-сопряженной пары корней 

2,3z j   
 
(здесь   — вещественная часть,   — мнимая часть). Ей сопоставляется компо-

нент 

 2,3, 0( ) sin( )k
ij ij ijP k d d k    ,   (14) 

где 

 

2 2
0 2 3

2 2

arctg , 0;

, arctg , ( ) ( )( )( )( 1),
1

arctg , 0;

( )1
( ) ( ) ; , arg ( ) , .

(1 )

y
ij ij

y
ijy y y

ij ij ij ij ij ij ij

d z z z z z z z

j
j z d j

z j


 


            

  
   



   
                 

        

   
               



  






 

(15) 

Поскольку индексация m  и (2,3) произвольная, то зависимости (13)—(15) позволяют 
найти все составляющие искомой функции вероятности ( )ijP k , определяемые некратными 

вещественными и комплексно-сопряженными собственными значениями МПВ. Очевидно, 

что вычет 1, 1, 1 1, 1,( ) ( ) (1)k k
ij ij ij ijC k c z c c    в корне 1 1z z   обусловливает наличие постоян-

ного компонента, соответствующего установившемуся значению вероятности ( )ijP k  , а 

значение функции вероятности в момент тактового времени 0k   совпадает с величиной 
компонента (0)jP . 
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Получение оценок для границ наступления установившегося режима. У эргодиче-
ских МЦ, к которым относятся и счетные однородные, имеет место асимптотическое затуха-
ние компонентов функций вероятностей и, как следствие, самих функций в целом к устано-
вившимся значениям. В большинстве задач управления асимптотически затухающие функ-
ции считаются практически установившимися при вхождении соответствующих координат в 
„коридор“ в  5 % от установившегося значения [11, 12, 14]. 

Тогда для составляющей функции вероятности, соответствующей оператору (12) и обу-
словленной любым вещественным корнем mz , процесс установления (затухания) описывается 

следующей системой уравнений (для упрощения записей индексация ( , )i j  не указывается): 

 
1 1 1 1

1 1 1 1

1,05 1,05 ;

0,95 0,95 .

k
m m m

k
m m m

c c z c c c c

c c z c c c c

     

     

   (16) 

Первое уравнение в системе (16) соответствует приближению процесса к установивше-
муся состоянию „сверху“, а второе — „снизу“. Из первого уравнения можно получить 

1
1 1 1 1

ln 0,05 ln ln
1,05 0,05 ln ln ln 0,05 ln

ln
k k m

m m m m m m
m

c c
c c z c c z c c k z c k

z

 
          . 

Аналогично действуя для второго уравнения, можно записать решения в следующем 
виде: 

 

1 1
1 1

1 1
1 1

ln 0,05 ln ln 3 ln ln
1,05 ;

ln ln

ln 0,05 ln ln( ) 3 ln ln( )
0,95 .

ln ln

m m
m

m m

m m
m

m m

c c c c
k c c c

z z

c c c c
k c c c

z z





         

            


  (17) 

Здесь k ( k ) — тактовое время затухания составляющей функции вероятности, обусловлен-

ной корнем mz , асимптотически „сверху“ („снизу“); 1c — установившееся значение функции 

вероятности (вычет в корне 1 1z z  ); mc  — числовая константа, определяемая вычетом в 

корне mz . 

Для составляющей функции вероятности, соответствующей оператору (12) и обуслов-
ленной любой комплексно-сопряженной парой корней 2,3z j    , процесс установления 

описывается уравнением 

 1 1 1 11,05 , 1,05k
ij ijc d d c c d c     . (18) 

Уравнение (18) соответствует асимптотическому приближению процесса к установив-
шемуся состоянию как „сверху“, так и „снизу“, поскольку из компонента (14) исключается 
синусоидальный сомножитель. Далее можно получить 

1
1 1 1 1

ln 0,05 ln ln
1,05 0,05 ln ln ln 0,05 ln

ln
ijk k

ij ij ij

c d
c d d c d d c d k d c k

d

 
          . 

Для решения в итоге справедлива формула 

 1 1
1 1

ln 0,05 ln ln 3 ln ln
1,05

ln ln
ij ij

ij

c d c d
k c d c

d d

    
     ,  (19) 

где k  — время затухания составляющей функции вероятности, обусловленной комплексно-
сопряженной парой корней 2,3z j    ; характеристики 1c , d , ijd

 
определены ранее. 

В зависимости от параметров математической модели МЦ по тем или иным компонен-
там функций вероятностей и функциям в целом могут наблюдаться разнообразные варианты 
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динамики функционирования в тактовом времени. При этом наиболее интересны следующие 
случаи: 

1) условия применения соотношений (16)—(19) не соблюдаются. Следовательно, уста-
новившийся режим имеет место с момента начала функционирования МЦ; 

2) наиболее удаленным от начала координат комплексной плоскости является вещест-
венный корень, и в функции вероятности ему соответствует наибольшая по абсолютной ве-
личине константа mc . При этом корень считается доминирующим, и оценка границы наступ-

ления установившегося режима по формулам (17) будет вполне точной; 
3) наиболее удаленной от начала координат комплексной плоскости является комплекс-

но-сопряженная пара корней, а в функции вероятности ей соответствует наибольшее число 

ijd . Тогда пара считается доминирующей, а оценка границы наступления установившегося 

режима по формуле (19) будет вполне точной. 
Очевидно, что при получении по приведенным формулам дробных значений соответст-

вующих оценок в качестве последних следует брать ближайшие большие целые числа. 
Дополнительный результат поиска установившегося решения на бесконечном ин-

тервале. Матрица V  может быть надежно построена в системах высокого порядка с помо-
щью одного из столбцов присоединенной характеристической матрицы с использованием 
стандартной программы развертывания характеристического определителя [18]: 

  T
1 2adj( ) ( ) ( ) ... ( )n nz z z z E P A A A , 

 

T
1 11

T
1 22 21

1

T
1 1

det( )

det( ) det( )
( )

...

det( ) det( )

n

n n

n nn n n

z

z z z
z

z z z







 
 
   

  
 
    

E P

E P E D
A

E P E D

,  (20) 

T
1 11 12

T
1 22

2

T
1 2

det( ) det( )

det( )
( )

...

det( ) det( )

n n

n

n nn n n

z z z

z
z

z z z







   
 
 

  
 
    

E P E D

E P
A

E P E D

,…,

T
1 11 1n

T
1 22 2

T
1

det( ) det( )

det( ) det( )
( )

...

det( )

n n

n n n
n

n nn

z z z

z z z
z

z







   
 
   

  
 
  

E P E D

E P E D
A

E P

. (21) 

Здесь adj(...)  — обозначение присоединенной характеристической матрицы; структуры мат-

риц T
iiP  1,i n   и ijD  1,i n  , 1,j n  , i j  пояснены ранее. 

Для формирования всей матрицы V  берется любой из столбцов присоединенной мат-

рицы Tadj( )nz E P . Например, для первого столбца: 

 (1) (2) ( )
1 1 1... n   V v v v , (1)

11 ( )
1

z
z




v A , (2)
11

2
( )z

z z



v A , …, ( )

11 ( )n

n
z

z z



v A . (22) 

Далее определяется матрица преобразования 1
1

VZ V . 

Пример 1. Исследование МЦ „циклического“ типа. Рассматривается однородная МЦ, 
описывающая поведение технической системы с графом, изображенным на рис. 1. 



1042 А. В. Земсков  

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2023. Т. 66, № 12                                                    JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2023. Vol. 66, N 12 

 
р11 р22 р33 р44

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 

р55 р66 р77 

р12 р23 р34 р45 р56 р67 р71 

 
Рис. 1  

Данная система описывается математической моделью в виде МПВ и ВНРВ следующей 
структуры: 

0,1 0,9 0 0 0 0 0

0 0,1 0,9 0 0 0 0

0 0 0,1 0,9 0 0 0

0 0 0 0,1 0,9 0 0

0 0 0 0 0,1 0,9 0

0 0 0 0 0 0,1 0,9

0,9 0 0 0 0 0 0,1

 
 
 
 
   
 
 
 
  

P , 

1

0

0

(0) 0

0

0

0

 
 
 
 
   
 
 
 
  

P . 

Необходимо найти функцию вероятности 1( )P k  при заданных условиях, получить оцен-

ку для границы существования установившегося режима, сравнить средние и стационарные 
значения вероятности на различных интервалах функционирования МЦ. 

Матрица P  ( TP ) имеет следующие собственные значения:  

1 1z  , 

2,3 1 1 0,661 0,704z j j      , 

4,5 2 2 0,1 0,877z j j       , 

6,7 3 3 0,711 0,39z j j       . 

Задача исследования сводится к анализу единственного оператора 
T

6 111 11
11 T

1 7

det( )( ) ( )
( )

(0) ( )det( )

zP z B z
z

P A zz


   



E P

E P
, 

поскольку 

   1 1
1 11 1 1 11( ) ( ) (0) (0) 1 ( )P k Z z P P Z z       . 

Далее находятся необходимые характеристики (размерности фазовых величин — ра-
дианы): 

T 6 5 4 3 2
11 6 11( ) det( ) 0,6 0,15 0,02 0,0015 0,00006 0,000001B z z z z z z z z        E P , 

T 2 2 2
7( ) det( ) ( 1)( 1,322 0,932)( 0, 2 0,78)( 1,422 0,658)A z z z z z z z z z         E P , 

11
1 1 1 1

1

( )
( ) ( 1) 0,143 1 0,143

1( )
k k kB z

C k z z c z
z zA z

 
          

. 

Для пары корней 2,3 1 1 0,661 0,704z j j      : 

2 2
(2,3) 1 1 0,966d     , 1

(2,3)
1

arctg 1,122
1

 
      

, 1
0(2,3)

1

arctg 0,817
 

    
, 

11
11 2 311(2,3) 2 2

( )
( ) ( )( )( )( 1)

( 0,2 0,78)( 1,422 0,658)
y B z

z z z z z z z
z z z z

      
   

, 

1 111(2,3) 11(2,3)
1 1

( ) ( ) 0,141 0,068y yj z j
z j

        
   

, 
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11(2,3) 2 21 1 1

0,141 0,0681
0, 286

(1 )

j
d

 
  
  

,  11(2,3) arg 0,141 0,068 2,693j      , 

11(2,3) (2,3) 11(2,3) 1,571       ,

2,3 11(2,3) (2,3) 0(2,3) 11(2,3)( ) sin( ) 0,286 0,966 sin(0,817 1,571)k kP k d d k k        . 

Для пары корней 4,5 2 2 0,1 0,877z j j       : 

2 2
(4,5) 2 2 0,883d     , 2

(4,5)
2

arctg 0,673
1

 
      

, 2
0(4,5)

2

arctg 1,685
 

      
, 

11
11 4 511(4,5) 2 2

( )
( ) ( )( )( )( 1)

( 1,322 0,932)( 1, 422 0,658)
y B z

z z z z z z z
z z z z

      
   

, 

2 211(4,5) 11(4,5)
2 2

( ) ( ) 0, 22 0, 276y yj z j
z j

        
   

, 

11(4,5) 2 22 2 2

0,22 0,2761
0,286

(1 )

j
d

 
  
  

,  11(4,5) arg 0,22 0,276 2,244j      , 

11(4,5) (4,5) 11(4,5) 1,571       , 

4,5 11(4,5) (4,5) 0(4,5) 11(4,5)( ) sin( ) 0, 286 0,883 sin(1,685 1,571)k kP k d d k k        . 

Для пары корней 6,7 3 3 0,711 0,39z j j       : 

2 2
(6,7) 3 3 0,811d     , 3

(6,7)
3

arctg 0, 224
1

 
      

, 3
0(6,7)

3

arctg 2,639
 

      
, 

11
11 6 711(6,7) 2 2

( )
( ) ( )( )( )( 1)

( 1,322 0,932)( 0,2 0,78)
y B z

z z z z z z z
z z z z

     
   

, 

3 311(6,7) 11(6,7)
3 3

( ) ( ) 0,044 0,191y yj z j
z j

        
   

, 

11(6,7) 2 23 3 3

0,044 0,1911
0, 286

(1 )

j
d

 
  
  

,  11(6,7) arg 0,044 0,191 1,795j      , 

11(6,7) (6,7) 11(6,7) 1,571       , 

6,7 11(6,7) (6,7) 0(6,7) 11(6,7)( ) sin( ) 0,286 0,811 sin(2,639 1,571)k kP k d d k k        . 

Таким образом, искомая функция вероятности имеет вид 

1( ) 0,143 0, 286 0,966 sin(0,817 1,571) 0,286 0,883 sin(1,685 1,571)k kP k k k         

0, 286 0,811 sin(2,639 1,571)k k   . 
Тактовое время затухания по составляющей, обусловленной доминирующей парой 

2,3 1 1 0,661 0,704z j j      , с округлением до ближайшего большего целого 

 
(2,3) 1 11(2,3) (2,3)ln 0,05 ln ln ln

ln 0,05 ln 0,143 ln 0, 286 ln 0,966 105,14 106

k c d d     
    



 

объективно отражает развитие МЦ во времени (рис. 2). 
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 Р1, о.е. 1 

0,5 

0                    50             100             150   k, у.е.  
Рис. 2  

Простой анализ представленной огибающей функции 1( )P k показывает, что в зависимо-

сти от интервала функционирования МЦ использование установившегося значения вероятно-
сти 1( ) 0,143P    может привести к существенным погрешностям при оценке тех или иных 

характеристик (показателей пропускной способности, коэффициента технической и/или опе-
ративной готовности и т.д.). При этом очевидно: чем меньше интервал, тем больше ошибка. 

В частности, при 0 —10k   среднее значение вероятности 
10

1 1
0

(0 —10) ( ) 11 0,2
k

P P k


 
  
  
  

оказывается почти на 40,1 % больше стационарного, а при 0 —100k   оно больше, но только 

на 6,2 % (
100

1 1
0

(0 —100) ( ) 101 0,148
k

P P k


 
  
  
 ). 

Для найденных собственных значений 1 1z  , 2 1 1 0,661 0,704z j j      , 

3 1 1 0,661 0,704z j j      , 4 2 2 0,1 0,877z j j       , 5 2 2 0,1 0,877z j j       , 

6 3 3 0,711 0,39z j j       , 7 3 3 0,711 0,39z j j        использование первого столбца 

1( )zA  присоединенной матрицы T
7adj( )z E P , построенного по второй формуле (20), приво-

дит к следующим матрицам собственных векторов и установившегося решения: 

0,531 0,331 0, 415 0,331 0, 415 0,118 0,518 0,118 0,518 0, 479 0, 231 0, 479 0, 231

0,531 0,118 0,518 0,118 0,518 0, 479 0, 231 0, 479 0, 231 0,331 0, 415 0,331 0, 415

0,531 0, 479 0, 231 0, 479 0, 231 0,331

j j j j j j

j j j j j j

j j

         

         

   

V

0, 415 0,331 0, 415 0,118 0,518 0,118 0,518

0,531 0, 479 0, 231 0, 479 0, 231 0,331 0, 415 0,331 0, 415 0,118 0,518 0,118 0,518

0,531 0,118 0,518 0,118 0,518 0, 479 0, 231 0, 479 0, 231 0,331 0, 415 0,331

j j j j

j j j j j j

j j j j j

     

         

         0, 415

0,531 0,331 0, 415 0,331 0, 415 0,118 0,518 0,118 0,518 0, 479 0, 231 0, 479 0, 231

0,531 0,531 0,531 0,531 0,531 0,531 0,531

,

j

j j j j j j



         

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

1
1

0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143

0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143

0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143

0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143

0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143

0,143 0,143 0,143 0,1

 VZ V

43 0,143 0,143 0,143

0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143 0,143

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

. 
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Пример 2. Обоснование требований к эффективности работы ремонтного органа по 
критерию пригодности по значению вероятности работоспособного состояния. Рассматри-
вается техническая система, граф которой представляет однородную МЦ, изображенную на 
рис. 3. 

 
р11 р12 р22

р23

р21

р34

р33

р41=р 

р44=1–р 

S1 S2 

S3 S4 

 
Рис. 3 

Работоспособному состоянию системы соответствует 1S . При поломке система перехо-

дит в состояние 2S  с возможностью устранения неисправности своими силами (возврат в со-

стояние 1S ). В случае серьезной аварии система эвакуируется (состояние 3S ) и при доставке в 

ремонтный орган восстанавливается (состояние 4S ). При этом требуется обосновать величи-

ну показателя эффективности восстановления — вероятности 41p p  — исходя из заданного 

значения средней вероятности 1(0...10) 0,5P  на интервале функционирования k = 0—10. 

В качестве исходных данных заданы МПВ и ВНРВ 
0,6 0,4 0 0

0,5 0,1 0, 4 0

0 0 0,1 0,9

0 0 1p p

 
 
 
 
  

P , 

0,9

0
(0)

0

0,1

 
 
 
 
 
 

P . 

Рассматривается вариация параметра 41p p  от 0,1 до 0,95. Возьмем для иллюстрации 

крайние точки. При 0,1p   определяем изображение вероятности (собственные значения: 

1 1z  , 2 0,717z  , 3 0, 203z   , 4 0,186z  ): 
3 2

1 11 1 14 4
0,9 0,98 0,169 0,008

( ) ( ) (0) ( ) (0)
( 1)( 0,717)( 0,203)( 0,186)

z z z
P z z P z P

z z z z

  
   

   
. 

Далее 
3 2

1 1 1 1
1

0,9 0,98 0,169 0,008
( ) 0, 292 1 0,292

( 0,717)( 0, 203)( 0,186)
k k kz z z

C k z c z
z zz z z

   
          

, 

3 2

2 2 2 2
2

0,9 0,98 0,169 0,008
( ) 0,426 0,717

( 1)( 0,203)( 0,186)
k k kz z z

C k z c z
z zz z z

   
         

, 

3 2

3 3 3 3
3

0,9 0,98 0,169 0,008
( ) 0,21 ( 0, 203)

( 1)( 0,717)( 0,186)
k k kz z z

C k z c z
z zz z z

   
          

, 

3 2

4 4 4 4
4

0,9 0,98 0,169 0,008
( ) 0,028 0,186

( 1)( 0,717)( 0, 203)
k k kz z z

C k z c z
z zz z z

   
          

, 

1( ) 0, 292 0,426 0,717 0, 21 ( 0,203) 0,028 0,186k k kP k         . 
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Тактовое время затухания по составляющей, обусловленной доминирующим корнем 

2 0,717z  , с округлением до ближайшего большего целого  

 1 2 2ln 0,05 ln ln / ln 10,14 11k c c z      . 

Среднее значение вероятности работоспособного состояния на заданном интервале 
10

1 1
0

(0 —10) ( ) 11 0,438
k

P P k


 
  
  
 . 

Соответственно при 0,95p   собственные значения:  

1 1z  , 2,3 0,168 0,505z j j      , 4 0, 486z   ; 
3 2

1 11 1 14 4 2

0,9 0,13 0,001 0,0005
( ) ( ) (0) ( ) (0)

( 1)( 0,336 0, 283)( 0,486)

z z z
P z z P z P

z z z z

  
   

   
, 

3 2

1 1 1 12
1

0,9 0,13 0,001 0,0005
( ) 0,547 1 0,547

( 0,336 0,283)( 0, 486)
k k kz z z

C k z c z
z zz z z

   
          

, 

2 2 0,532d     , arctg 0,545
1

  
     

, 0 arctg 1,25
     

, 

3 2

1 2 31
0,9 0,13 0,001 0,0005

( ) ( )( )( )( 1)
0,486

y z z z
z z z z z z z

z

  
      


, 

1 1( ) ( ) 0,152 0,035y yj z j
z j

        
   

, 1 2 2

0,152 0,0351
0,318

(1 )

j
d

 
  
  

, 

 1 arg 0,152 0,035 2,912j      , 1 1 2,367      , 

2,3 1 0 1( ) sin( ) 0,318 0,532 sin(1,25 2,367)k kP k d d k k        , 

3 2

4 4 4 42
4

0,9 0,13 0,001 0,0005
( ) 0,131 ( 0,486)

( 1)( 0,336 0, 283)
k k kz z z

C k z c z
z zz z z

   
          

, 

1( ) 0,547 0,318 0,532 sin(1,25 2,367) 0,131 ( 0,486)k kP k k       . 

Тактовое время затухания по составляющей, обусловленной доминирующей парой 

2,3 0,168 0,505z j j      , с округлением до ближайшего большего целого 

 1 1ln 0,05 ln ln / ln 3,887 4k c d d     . Среднее значение на заданном интервале 

10

1 1
0

(0 —10) ( ) 11 0,583
k

P P k


 
  
  
 .  

 
Р1, о.е. 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 
0           2           4          6           8   k, у.е. 0           2           4          6           8   k, у.е. 

Р1, о.е.
0,85 
0,8 

0,75 
0,7 

0,65 
0,6 

0,55 
0,5 

0,45 

а) б) 

 
Рис. 4  
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Графики функции вероятности 1( )P k  с экстраполяцией значений на длину такта для 

рассмотренных вариаций 41p p  представлены на рис. 4, а ( 0,1p  ), б ( 0,95p  ). Пункти-

ром показаны средние значения вероятности на заданном интервале функционирования. 
Анализ приведенных графиков показывает, что на всем диапазоне изменения параметра 

41p p  следует ожидать определенных расхождений между средними и установившимися 

значениями вероятности работоспособного состояния. Результаты для соответствующих ва-
риаций сведены в таблицу. Ее анализ показывает, что неучет реальной динамики МЦ при 
опоре на стационарные характеристики приводит к существенному ужесточению требований 
к эффективности работы ремонтного органа ( 0,5p   вместо 0,3p  ) по критерию пригодно-
сти по значению вероятности работоспособного состояния. На практике это может привес-
ти к значительным затратам материальных, трудовых и других ресурсов при сравнительно 
малом увеличении эффективности системы в целом (прирост 1(0 —10)P  с 0,511 до 0,547).  

41p p  ( )k k
  1( )P k    1(0 — 10)P  

0,1 11 0,292 0,438 
0,2 6 0,395 0,481 
0,3 4 0,448 0,511 
0,4 4 0,479 0,532 
0,5 4 0,501 0,547 
0,6 4 0,516 0,559 
0,7 4 0,527 0,568 
0,8 4 0,536 0,575 
0,9 4 0,544 0,581 

0,95 4 0,547 0,583 

Заключение. Описанный подход позволяет исследовать МЦ в строгой аналитической 
форме. Реализация основных его соотношений при желании не требует написания специаль-
ной программы и полностью осуществляется, например, средствами Mathcad 14.0, в котором 
имеются основные решатели: получения собственных значений матриц, развертывания ха-
рактеристических определителей в рациональную форму, вычисления функций комплексного 
переменного. В настоящей статье результаты выведены с округлением до 3 знаков после за-
пятой. При максимальной для Mathcad 14.0 точности в 17 знаков после запятой для начально-
го значения вероятности 1(0)P  в первом примере можно получить результат 

0,99999999999999999999995 (точное значение 1). 
Если сравнивать предложенный подход с классическими алгоритмами (2), (3), то его 

преимущества особенно проявляются для многошаговых процессов, таких как в первом при-
мере, поскольку рекуррентные вычисления обусловливают в указанном случае необходи-
мость сотен матричных операций умножения (возведения в степень) и сложения с сохранением 
результатов до последнего выбранного значения тактового времени. При этом важно, что 
точность вычисления аналитической функции вероятности в основном определяется исход-
ной точностью решения задачи собственных значений и слабо зависит от числа шагов, по-
скольку схема вычислений не является рекуррентной. Если рассматривать вычислительные 
аспекты в более общей постановке, то проблема „проклятия размерности“ имеет место и в 
этом случае [19]. Очевидно, что без написания специальной программы на основе изложен-
ных результатов „вручную“ пытаться решать задачи типа „PageRank“ бессмысленно [20]. 

Приведенные оценки для времени установления однозначно справедливы, если в рас-
сматриваемой функции вероятности выделяются доминирующие компоненты. При отсутст-
вии данного обстоятельства по формулам (17), (19) можно получить соответствующие оценки 
для любых составляющих функции вероятности с фиксацией наибольшего тактового времени 
в качестве границы наступления установившегося режима. Следует отметить, что в марков-
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ских процессах с непрерывным временем для времени установления применяются, как пра-
вило, оценки исключительно на основе корней без учета соответствующих констант, дающие 
весьма грубые результаты [8, 13]. 

Дополнение к получению установившегося решения позволяет строить матрицу собст-
венных векторов и получать стационарные значения вероятностей с помощью алгоритма раз-
вертывания характеристического определителя. 

Автор выражает признательность рецензенту за продуктивные замечания, способство-
вавшие улучшению содержания статьи. 
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