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Аннотация. Построена полумарковская модель функционирования однокомпонентной системы обслу-
живания с накопителем конечной емкости, в которой осуществляется контроль качества обслуживания заявок. 
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Введение. Задачам теории массового обслуживания посвящены многочисленные пуб-

ликации. Обзор основных результатов по этой тематике можно найти, например, в книгах 
[1—7]. Многочисленные приложения теории диктуют необходимость дальнейших исследо-
ваний в этом направлении. Так, при решении самого разного рода прикладных задач востре-
бованы системы, в которых предъявляются высокие требования к качеству обслуживания. 
Поэтому возникает необходимость учитывать влияние повторного обслуживания на стацио-
нарные показатели систем. В такой постановке в [8, 9] изучена система 0/1// GGI   
(в классификации Кендалла—Башарина [10]). В [11] исследована одноканальная система с 
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простейшим входящим потоком и накопителем неограниченной емкости. Настоящая статья 
является продолжением исследований автора [11] для случая системы с накопителем ограни-
ченной емкости. 

Постановка задачи. Рассмотрим систему, в которой имеется один обслуживающий 
прибор и m  мест для ожидания. Входящий поток заявок простейший: время   между момен-

тами поступления заявок имеет функцию распределения (ФР) tetG  1)(  и плотность 

0,)(   tetg t . Распределение длительности   обслуживания заявок произвольно с ФР 

 tPtF )( , плотностью )(tf  и конечным математическим ожиданием M . По заверше-
нии обслуживания каждой заявки в системе проводится мгновенный контроль качества ее 
обслуживания. В случае неудовлетворительного качества заявка сразу направляется на по-
вторное обслуживание, длительность   которого имеет ФР  tPt  )( , плотность )(t  и 
конечное математическое ожидание M . Повторное обслуживание проводится до тех, пока 
качество обслуживания не будет признано удовлетворительным. Предполагается, что вероят-
ность успешного прохождения контроля, как после первого, так и после повторных обслужи-
ваний заявок, равна p .  

Цель настоящей статьи — обобщить математическую модель системы mGM /1//  на 
случай наличия в последней устройства контроля качества обслуживания заявок и установить 
зависимость стационарных характеристик системы от вероятности качественного обслужи-
вания. 

Построение полумарковской модели функционирования системы. Математическую 
модель функционирования системы построим с помощью аппарата полумарковских процес-
сов с дискретно-непрерывным множеством фазовых состояний [12, 13]. Введем в рассмотре-
ние фазовое пространство E  полумарковского процесса )(tS : 

 1 2 1 2 1 20; 1 ; 1 ; 1 / , 0, 1; 1 / , 0, ; 1 / , 1 / , 1,E k k m k k m x k x k k m     . 

Здесь коды состояний имеют следующий смысл: 
0  — в системе отсутствуют заявки; 

11  — прибор начал обслуживать заявку, поступившую в свободную систему, первый 

раз; 21  — повторно;  

k/11  — прибор первый раз начал обслуживать заявку из очереди, в которой осталось k  

заявок, 1,0  mk ; 

k/12  — прибор повторно начал обслуживать заявку из очереди, в которой находится k  

заявок, mk ,0 . 

kx /11 — прибор занят первым ( kx /12  — повторным) обслуживанием заявки, до прове-
дения контроля качества обслуживания осталось время x; поступившая в систему заявка при-

нята в очередь, в которой стало k заявок, mk ,1 . 
Время пребывания системы θ в описанных состояниях задается формулами: 

 0 , 1,0,/11 11
 mkk ;  1,0,/11 22

 mkk ; 

  m/12
;  1,1,/1/1 21

 mkxkxkx ;  xmxmx  /1/1 21
,  (1) 

где   — знак минимума. 
Под физическими состояниями системы будем понимать количество заявок в системе и 

характер их обслуживания. Вероятность переходов вложенной цепи Маркова зависит от реа-
лизации минимума факторов, которые влияют на изменение физических состояний. Напри-

мер, в случае x  система из состояния 1,1,/11  mkkx  переходит в состояние 1/11 ky  с 
плотностью вероятности перехода 
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   xyyxgkykxp  0),(1/1/1 11 . 

Если x , то система переходит в состояние 1/11 k  или k/12  соответственно с вероят-
ностью 

   )(1/1/1 11 xGpkkxP  ,   xexGxGxGqkkxP  )(1)(),(/1/1 21 . 

Стационарное распределение вложенной цепи Маркова. Обозначим 
11 , 

21 , k/11
 , 

k/12
  и )/1( 1 kx , )/1( 2 kx — стационарные вероятности и стационарные плотности соответ-

ствующих состояний. Для рассматриваемой модели стационарное распределение удовлетво-
ряет следующей совокупности систем интегральных уравнений: 
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   (5) 

Выпишем следствия систем (2)—(5), которые будут использованы при нахождении как 
стационарного распределения вложенной цепи Маркова, так и стационарных показателей 
системы обслуживания: 

 
122 1

1
0/11  qp ;   mkqp kk ,1,1/1

1
/1 12

 
 ;  (6) 

   mkdxkxkx k ,1,)/1()/1( 1/1

0

21 1
 
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   1,1,)()()()()/1()/1()( /1

0
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0
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0

21 121
 
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mkdxxxGdxxfxGdxkxkxxG kkk .  (9) 

Далее из уравнений систем (2) и (3) выразим стационарные плотности )/1( 1 kx  и 

)/1( 2 kx  через стационарные вероятности 
11 ; 

21 ; k/11
  и k/12

 : 
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где t
j

j e
j

t
tg 
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)!1(

)(
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1
)( . Учитывая (6) и соотношения 
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из уравнений (8) и (9) найдем рекуррентные формулы для определения стационарных вероят-
ностей физических состояний системы с точностью до произвольной постоянной 0 : 

 011
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Здесь iF  — вероятность того, что за время первого ( i  — повторного) обслуживания заявки 

в систему поступит более, чем i  новых заявок: 
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Стационарная вероятность 0  находится из условия нормировки, которое с учетом со-

отношений (6) и (7) принимает вид 

 )1/(
1

0
/10 1
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

pp
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i
i . 

Финальные вероятности физических состояний. Обозначим через kE  подмножество 

состояний фазового пространства E , где индекс k  указывает на количество заявок в системе: 

  00 E ,  0/1,0/1,1,1 21211 E ;   mkkxkxkkEk ,2,,1/1,1/1,1/1,1/1 2121  ; 

  mxmxmEm /1,/1,/1 2121  ; 
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0
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


m

k
kEE . 

Финальные вероятности k  пребывания системы в подмножествах состояний kE  най-

дем с помощью предельных соотношений [12, 13]: 
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Здесь )(xm  — среднее время пребывания системы в состоянии Ex , )(  — стационарное 
распределение вложенной цепи Маркова. 

Средние времена пребывания рассматриваемой системы в состояниях: 

 MM 0 ;      1,0,)()(
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. 

Преобразуем интегралы в формуле (15), используя выражения для средних значений 
времени, а также соотношения (8), (9), и учитывая, что  

 )()(
0

xGMdxxG
x

 ,     )()( xgMxG  ,  (16) 

в результате получим 

0

0( ) ( )
E

m e de M   ; 

1 1 2 2

1

1 1 /0 1 1 /0
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
E

m e de G x F x dx G x x dx
 

            

0/1

0

0/11

0

0/11 12211
)()()()()()( 








 



MdxxxGdxxfxGM ; 

1 2
0 0

( ) ( ) [ (1 / 1) (1 / 1)] ( )

k

x

E

m e de x k x k dx G t dt


          

mkMdxxxGdxxFxG kkk ,2,)()()()( 1/1

0

1/1

0

1/1 121
 







  . 

При нахождении выражения для 
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

  дополнительно используем соотноше-
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которые получаются в результате интегрирования обеих частей уравнений систем (2) и (3) в 
пределах от x  до  , использования соотношений (16), (8), (9) и рекуррентной формулы 
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Таким образом, 
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Обозначим 
 1

0/1/1 11

~  ii ,  M ,  M ,  (18) 

тогда соотношения (15) для определения финальных вероятностей состояний системы при-
нимают вид 
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Заметим, что значения i/11

~  можно вычислить с помощью формул (12)—(14), в которых 

следует положить 10  . Если в системе отсутствует устройство контроля качества обслужи-

вания заявок ( 0q ), то соотношения (19) совпадают с известными формулами (см., напри-
мер, в [1]). 

Далее найдем стационарные вероятности состояний: прибор обслуживает заявку впер-
вые, прибор обслуживает заявку повторно. Для этого представим фазовое пространство в ви-
де объединения трех непересекающихся подпространств: 

21 110 EEEE  , где 0E  — при-

бор свободен;  mkkxmkkE ,1,/1;1,0,/1;1 11111
  — прибор обслуживает заявку впер-

вые;  mkkxmkkE ,1,/1;,0,/1;1 22212
  — прибор обслуживает заявку повторно. 

Финальные вероятности 
11  и 

21 пребывания системы соответственно в подмножествах 

состояний 
11E  и 

21E  найдем с помощью (15). 

Учитывая соотношения (16), (10) и (11), получим 
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Аналогично 
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Следовательно, 
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Среднее значение стационарного времени пребывания системы в рассматривае-
мых состояниях. Для определения средних значений стационарного времени )( kET  пребы-

вания системы в состояниях kE  воспользуемся  соотношениями [12, 13]: 

 

1

\

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) , 0, 1

k k

k k
E E E

T E m e de de P e E k m


 
     
 
 

  ,   (21) 

где ( , )kP е E  — вероятность переходов из состояния е  в подмножество состояний kE . 
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В результате преобразований интегралов из (21) с учетом вероятностей переходов сис-
темы из состояний, соотношений (4) и (6)—(9) получаем  
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Следовательно, 
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Средние значения стационарного времени пребывания системы в подмножествах со-
стояний 

11E  и 
21E  также найдем с помощью соотношений (21). Для этого вычислим значение 

интеграла 
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Воспользуемся соотношением 
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которое получается в результате почленного сложения всех уравнений системы (2), а затем 
интегрирования обеих частей полученного равенства в пределах от 0  до  . В результате 
преобразований окончательно получим 
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Аналогично находим 
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Следовательно, 
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Среднее число заявок в системе и очереди в стационарном режиме. Одной из важ-

ных характеристик обслуживания является среднее число заявок сN  в системе, функциони-
рующей в стационарном режиме. Найдем значение этой характеристики, учитывая финаль-
ные вероятности состояний (19):  
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Таким образом, 
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Другой важной характеристикой является длина очереди, т.е. число ожидающих начала 

обслуживания заявок. Среднее значение очN  этого показателя описывается формулой  

 
1

1 1

оч с 0 0 0 1 /
2 0

( 1) (1 ) (1 ) ( )
m m

k j
k j

N k N m m j
 

 
                .  (25) 

Среднее стационарное время пребывания в очереди и системе. Наряду с характери-
стиками (24) и (25) важным показателем производительности системы обслуживания являет-
ся время пребывания заявки в очереди и системе. Время пребывания заявки в очереди скла-
дывается из полного времени дообслуживания прибором заявки   и полного времени обслу-
живания заявок, уже находящихся в очереди. Здесь под полным временем понимается время 
пребывания заявки в приборе с учетом возможных повторных обслуживаний. Среднее значе-

ние времени   найдем по формуле 
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
m

k
kk MM

1

, где kM   — математическое ожидание 

полного времени дообслуживания заявки с момента, когда поступившая в систему заявка за-
няла k -е место в очереди. Значения среднего полного времени дообслуживания kxM /11

  и 

kxM /12
  с начальными состояниями kx /11  и kx /12  соответственно нетрудно установить с 

помощью тождества Вальда [14]:   MqpxMM kxkx
1

/1/1 21
. 

Значение kM  , не зависящее от непрерывной компоненты x , найдем с помощью опе-

рации усреднения. С этой целью представим фазовое пространство состояний процесса объе-
динением двух непересекающихся подмножеств: 
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Заметим, что kx /11
  ( kx /12

 ) — время с момента попадания системы в состояние kx /11  

( kx /12 ) до момента первого выхода из подмножества 
kE . 

Операцию усреднения проведем по формуле [15]: 
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где xM  — среднее время пребывания системы в состоянии 
kE  с начальным состоянием x .  

Сначала найдем значения интегралов в знаменателе дроби (26) (учитывая (8) и (9)): 
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Принимая во внимание (19), получим 
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Поскольку 
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то, учитывая формулы (6), (8), (9) и (17), найдем 
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В результате замены порядка суммирования с учетом обозначений (18) окончательно 
получим 
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Теперь определим среднее время пребывания заявки в очереди в стационарном режиме: 
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Таким образом, 
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Очевидно, что среднее время пребывания заявки в системе 
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Учитывая соотношения (28) и (19), окончательно получим 
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Полученные выражения для вычисления стационарных характеристик системы позво-
ляют оценить зависимость показателей производительности системы от вероятности p  удов-
летворительного обслуживания заявки. 

Численный пример. Рассмотрим систему 3/1// GM , в которую с интенсивностью 
6,0 мин 1  поступает простейший поток заявок. Среднее значение времени первого об-

служивания заявки 949,1M  мин имеет распределение Вейбулла—Гнеденко с ФР 
1,2)2,2/(1)( tetF  . Качество обслуживания заявки признается удовлетворительным с вероят-

ностью 9,0p . Среднее время повторного обслуживания заявки 378,1M  мин имеет ги-

перэкспоненциальное распределение с плотностью tt eet 1,05,0 07,015,0)(   . Стационарные 
характеристики системы, вычисленные по формулам (19), (20), (22)—(25), (28) и (29), приво-
дятся в табл. 1—3. 

Таблица 1 
Система 

0  1  2  3  4  
11  

21  

С контролем  
качества 

0,074 0,140 0,213 0,308 0,266 0,859 0,067 

Без контроля  
качества 

0,093 0,163 0,226 0,295 0,224 0,907 – 

 
Таблица 2 

Система 
0( )T E , 

мин 
1( )T E , 

мин 
2( )T E , 

мин 
3( )T E , 

мин 
4( )T E , 

мин 
11

( )T E , 

мин 

12
( )T E , 

мин 
С контролем  

качества 
1,667 1,092 1,004 0,986 1,439 9,992 1,531 

Без контроля  
качества 

1,667 1,063 0,967 0,944 1,265 16,540 – 

 
Таблица 3 

Система 
очN  очT , мин сN  сT , мин 

С контролем  
качества 

1,625 2,708 2,551 4,251 

Без контроля  
качества 

1,487 2,478 2,394 3,990 

Из приведенных в табл. 1—3 расчетных данных следует, что наличие в системе устрой-
ства контроля качества увеличивает вероятность отказа в обслуживании заявки на 18,75 % , 
время пребывания в очереди — на 9,282 % , а время пребывания в системе — на 6,541 % . 
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На рис. 1 и 2 представлены зависимости соответственно вероятности )(4 p  отказа в об-

служивании и среднего стационарного времени оч ( )T p  пребывания в очереди от вероятности 
p  успешного обслуживания заявок. 

 
Рис. 1 

 
Рис. 2  

Заключение. Построен полумарковский процесс функционирования одноканальной 
системы обслуживания с конечной очередью, в которой обслуживание заявки прибором про-
водится до тех пор, пока его качество не будет признано удовлетворительным. Полученные 
расчетные формулы для вычисления стационарных характеристик системы позволяют оце-
нить влияние вероятности качественного обслуживания заявок на показатели системы. Ре-
зультаты статьи могут быть использованы для более адекватного описания функционирова-
ния современных технических и информационных систем в самых различных предметных 
областях. 
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