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Аннотация. Исследуется динамика негладкого отображения с большим числом многообразий переклю-
чения, описывающего поведение однополярной широтно-импульсной системы управления энергообеспечением 
нагревательной установки (печи) для выращивания монокристаллов сапфира.  Показано, что такое отображение 
демонстрирует особый тип мультистабильности, когда в фазовом пространстве динамической системы сосуще-
ствуют несколько вложенных друг в друга притягивающих замкнутых инвариантных кривых, соответствующих 
устойчивым двухчастотным колебаниям. Результаты исследований важны для создания новых способов прогно-
зирования, обнаружения, подавления нерегулярных колебаний и катастрофических явлений, возникающих при 
вариации параметров и воздействии помех, а также для проектирования импульсных систем автоматического 
управления с заданными динамическими свойствами и прогнозируемой динамикой.  
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Abstract. The dynamics of a non-smooth mapping with a large number of switching manifolds, which describes 
the behavior of a unipolar pulse-width control system for the energy supply of a heating installation (furnace) for growing 
sapphire single crystals, is studied. Such a mapping is shown to demonstrate a special type of multistability, when sev-
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Введение. Мультистабильность или одновременная устойчивость нескольких режимов  
широко распространенное явление в нелинейных динамических системах [13], которое 
проявляется в существовании нескольких устойчивых режимов при одних и тех же значениях 
параметров. 

Глобальная устойчивость является редким свойством нелинейных систем, поскольку из это-
го свойства вытекает, что существует единственный аттрактор, притягивающий все траектории 
фазового пространства. Реальные же системы демонстрируют мультистабильное поведение. 

В настоящей статье исследуется особый тип мультистабильности в негладких отобра-
жениях, когда сосуществуют несколько вложенных друг в друга притягивающих замкнутых 
инвариантных кривых, соответствующих устойчивым двухчастотным колебаниям. Изначаль-
но этот феномен был обнаружен авторами работ [46] в конкретном классе моделей  физи-
ческих систем и долгое время считался экзотическим примером динамического поведения.  
В [7] на примере кусочно-линейного непрерывного отображения (нормальной формы) пока-
зано, что этот вид мультистабильности — общее свойство широкого класса негладких дина-
мических систем (см. также [8]). 

Напомним, что негладкие отображения возникают при моделировании многих задач 
теории управления, механики, физики, биологии и медицины. Такие отображения „сшивают-
ся“ из отдельных гладких функций, области определения которых разделены так называемы-
ми многообразиями переключения. При вариации параметров неподвижная/периодическая 
точка дискретной системы (отображения) сталкивается с одним из многообразий переключе-
ния (бифуркации „граничного столкновения“ — Border Collision Bifurcations) [9, 10]. Это при-
водит к нарушению условий существования неподвижной/периодической точки и, как следствие, 
вызывает необычные нелинейные явления, например непрерывный переход от одного типа пе-
риодического движения к другому, „умножение“ периода колебаний, рождение из неподвижной 
точки хаотических режимов в результате единственной бифуркации [1113]. 

Бифуркации „граничного столкновения“ [9] не имеют аналогов в гладких системах и не 
связаны с нарушением условия гиперболичности неподвижной/периодической точки, поэто-
му они не поддаются анализу методами классической теории бифуркаций. 

Основная цель данной работы  изучение механизмов рождения и трансформаций  
вложенных друг в друга замкнутых инвариантных кривых в дискретной модели (негладкого 
непрерывного отображения) однополярной широтно-импульсной системы управления энер-
гообеспечением печи для выращивания монокристаллов сапфира. Подробное описание на-
гревательной установки (печи) приведено в [14]. 

Постановка задачи. Уравнение движения рассматриваемой системы  в безразмерной 
форме имеет следующий вид: 
 1 2( ( , , )); ( ( , , )); ( , , ) ( 1, , );x x S t x y y y S t x y S t x y S t x y          (1) 

здесь ( , , )S t x y  кусочно-постоянная функция: 
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где      функция, выделяющая целую часть аргумента; физический смысл переменных 

, ,x y S  и параметров 1 2, , , ,q     пояснен в [14].  

Несложно доказать, что скользящих решений в системе (1) не может быть. Методика 
получения математических моделей рассматриваемого класса импульсных систем в безраз-
мерной форме (1) приведена в [14]. 
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Уравнения (1) сводятся к негладкому непрерывному отображению 2 2:F    вида  
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и области определения функций ( )( , ), ( , ), 1, 2, 3, 4, ( , )i
L RMF x y F x y i F x y  представлены как 
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Каждая из функций ( )( , ), ( , ), 1, 2, 3, 4i
L MF x y F x y i  , и ( , )RF x y    класса 1C и монотонна 

во всей своей области определения ( ), , 1, 2, 3, 4, .i
L RMS S i S  Границы этих областей называ-

ют многообразиями переключения, где производные первого порядка ( , )F x y  по x  и y  не 
существуют. 

Двухчастотные колебания и мультистабильность в негладких системах. Отображе-
ния вида (2) описывают двухчастотные колебания в негладких системах с мультистабильным 
поведением (см., например, [8]). 

Двухчастотные режимы широко распространены в природе и технике. Такие колебания 
характеризуются двумя независимыми частотами. В фазовом пространстве динамической 
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системы (2) двухчастотным колебаниям соответствует аттрактор в форме замкнутой инва-
риантной кривой. Характер движения на инвариантной кривой определяется числом враще-
ния, которое представляет собой отношение частот. Когда оно иррационально, инвариантная 
кривая плотно заполняется траекториями и динамика квазипериодична. При рациональном 
числе вращения на замкнутой кривой лежит пара периодических орбит: устойчивая и седло-
вая, а сама инвариантная кривая образована неустойчивыми многообразиями седловой орби-
ты. Это относится к случаю захвата частоты, когда происходит синхронизация колебаний с 
двумя независимыми частотами в одно периодическое колебание с общим периодом. Причем 
отношение частот постоянно и рационально на интервале значений параметров. 

Особенность мультистабильных систем заключается в высокой чувствительности к по-
мехам, которые могут приводить к непрогнозируемым изменениям динамики. Для мульти-
стабильных систем создана теория скрытых аттракторов [1517].  

Как известно [15], определение скрытых колебаний было введено для гладких автоном-
ных дифференциальных уравнений. Попытки ввести определение для дифференциальных урав-
нений с разрывной правой частью или отображений были предприняты в работах [6, 18, 19]. Од-
нако главная проблема исследования мультистабильности связана с поиском специальных 
инвариантных множеств, таких как репеллеры, седловые периодические орбиты [1517] 
вместе с их устойчивыми и неустойчивыми многообразиями. Устойчивые и неустойчивые 
инвариантные многообразия нельзя рассчитать ни аналитически, ни с помощью техники ли-
неаризации. К настоящему времени разработано несколько численных методов расчета ус-
тойчивых и неустойчивых инвариантных множеств [2028]. 

Стандартный подход к расчету инвариантных многообразий заключается в итерации 
так называемой фундаментальной области, когда итерируется локальная область седловой 
периодической орбиты [20, 29, 30]. Ограничимся упрощенным описанием подхода (детали 
см. в [20, 30]). 

Идея такого подхода состоит в следующем [20, 30]. Обозначим через n , 0n  и n , 

0n n n n      число мультипликаторов 1 2, ,..., n    седловой периодической точки 0x  

периода m : 0 0( ) ,mF x x  0 0( ) ,kF x x  1 ,k m   лежащих внутри, на границе и вне единич-

ного круга соответственно. Напомним, что собственные значения 1 2, ,..., n    матрицы моно-

дромии называются мультипликаторами периодической точки 0x . 

Подпространство собственных векторов матрицы монодромии, для которых 1  , на-

зывается устойчивым sE  и неустойчивым uE  для 1   [30]. 

Пусть 2
0 0 0 0, ( , )x y  x x   гиперболическая седловая периодическая точка 

0n n    на фазовой плоскости (2); здесь „ “  знак транспонирования матрицы. Тогда 

1n n   , так что существуют один вещественный мультипликатор, например, 1 1  , а 

другой  тоже вещественный 2 1  . В этом случае имеются два инвариантных многообра-

зия, проходящие через 0x , а именно: одномерное неустойчивое многообразие, образованное 

орбитами, сходящимися к 0x  при итерации 1F  , и одномерное устойчивое многообразие, 

образованное множеством орбит, сходящихся к 0x  при итерации F . 

Для расчета неустойчивого многообразия из седловой периодической точки 0x  откла-

дывается N  эквидистантных точек с малым шагом вдоль uE . Затем каждая из таких точек 
поочередно выбирается в качестве начальной и производится большое число итераций 

: , 1,2,..., .kF F k M  Устойчивое многообразие вычисляется аналогично как неустойчивое 
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многообразие обратной функции  , 1, 2,..., ,kF k M   т.е. путем итерации обратной функ-

ции в локальной области седлового цикла вдоль sE ; здесь ,N M    множество целых 
чисел без нуля. 

В [23] предложен численный метод расчета устойчивых одномерных инвариантных 
многообразий двумерных отображений, не требующий определения обратной функции или 
ее аппроксимации. Это так называемый „Search Circle (SC)“-алгоритм [23]. Такой подход 
особенно важен в случае, когда нельзя получить отображение Пуанкаре аналитически для за-
данного векторного поля. Его можно использовать и в случае, когда отображение необрати-
мо. Метод реализован в виде прикладной программы в пакете DsTool и в настоящее время 
является одним из эффективных в своем классе. 

Численный алгоритм расчета одномерных устойчивых инвариантных многообразий 
седловых периодических орбит негладких непрерывных отображений предложен в [29]. Ос-
нову алгоритма составляет оригинальный метод построения обратной функции, состоящий в 
сведении этой задачи к численному решению скалярного уравнения независимо от порядка 
модели. Такой метод позволяет исключить необходимость решения систем нелинейных 
уравнений и преодолеть при этом вычислительные проблемы. В отличие от „Search Circle 
(SC)“-алгоритма [23], он обобщается на модели произвольного порядка, когда требуется рас-
чет, например, двумерных инвариантных многообразий.  

Следует отметить, что этот подход был реализован и опробован авторами для частного 
класса негладких непрерывных отображений с двумя многообразиями переключения [29], а 
также удалось обобщить его на негладкие непрерывные отображения  с произвольным числом 
многообразий переключения. Кроме того, алгоритм, построенный на базе такого подхода, мож-
но применить, как и [23], для необратимых негладких отображений. Эти результаты нигде не 
опубликованы, поэтому в представленной статье приведена только ссылка на работу [8], в ко-
торой расчет инвариантных многообразий выполнен с помощью указанного алгоритма.  

И наконец, несколько слов об одной из самых сложных задач — задаче нахождения пе-
риодических движений [1517]. Устойчивые и седловые периодические движения рассчи-
тывались с помощью алгоритма, который базируется на процедуре сканирования выбранной 
области фазового пространства с переменным шагом для локализации решений уравнения 
неподвижной/периодической точки. Затем каждое локализованное решение уточняется ите-
рационным методом Ньютона — Рафсона с заданной точностью. Алгоритм применялся при 
решении большого числа задач. 

Бифуркационный анализ. Исследования проводились при следующих значениях па-
раметров: 1 20,3125, 0,03125, 13,727882855, 7,0, 19,0 21,0.q             На рис. 1 

изображена бифуркационная диаграмма, рассчитанная численно для 19,0 21,0    и 
7,0  . Диаграмма иллюстрирует основные стадии рождения и трансформаций сосущест-

вующих аттракторов и рассчитывалась с помощью специального алгоритма. Для каждого 
значения варьируемого параметра   поиск аттракторов проводился при начальных условиях, 
генерируемых случайно, а также при начальных условиях, соответствующих точкам фазового 
пространства системы (2), лежащим на траекториях аттракторов, найденных на предыдущем 
значении  . 

Алгоритм включает процедуры по определению направления изменения параметра    
(в сторону возрастания или убывания) в пределах заданного диапазона  его вариации и дина-
мического изменения числа начальных условий, генерируемых случайно, которое учитывает 
информацию об аттракторах, найденных на предыдущих шагах вариации  . 
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рис. 1 

Бифуркационная диаграмма (см. рис. 1) содержит несколько ветвей. Ветвь, которая на-
чинается с неподвижной точки, назовем основной. При увеличении   возникает устойчивая 
замкнутая инвариантная кривая через суперкритическую бифуркацию Неймарка — Сакера в 
точке NS  из теряющей устойчивость неподвижной точки (см. первую ветвь на рис. 1). Вто-

рая ветвь возникает жестко через седло-узловую квазипериодическую бифуркацию [30] в 

точке 1
QFold , при которой рождается пара замкнутых инвариантных кривых  устойчивая и 

неустойчивая. До точки бифуркации NS  устойчивая инвариантная кривая сосуществует с 

устойчивой неподвижной точкой и другим аттрактором, который в зависимости от парамет-
ров может быть периодическим, квазипериодическим или хаотическим. 

На рис. 2, a показан фазовый портрет отображения для значения 19,87  , правее от 

точки бифуркации Неймарка — Сакера NS . Фазовый портрет иллюстрирует случай сосуще-

ствования трех аттракторов, два из которых  устойчивые замкнутые кривые, а третий  
устойчивая периодическая орбита с периодом 15. Границей бассейнов притяжения сосущест-
вующих инвариантных кривых (в отображениях на плоскости) является неустойчивая замк-
нутая кривая с периодической динамикой. Как и в [23], для наглядности фазовые портреты 
приводятся в исходных переменных 1 2254,95( ), 7,967361( )x x y x x y     , где 1x   тем-

пература нагревательной установки в точке измерения, 2x   производная 1x  по времени t . 

Пять вертикальных линий на фазовых портретах соответствуют многообразиям переключения. 

 
Рис. 2 

1
QFold1
QFold 2

QFoldNS

x 
0,8 

–0,45 
19,0                                                              21,5  

х2 3,0 

–3,0 
460                            530,0  х1 

х2 3,0

–3,0

х2 3,0 

–3,0 

х2 3,0

–3,0

460                            530,0  х1 

460                            530,0  х1 460                            530,0  х1 

а) б) 

в) г) 



226 Ж. Т. Жусубалиев, А. З. Абдирасулов, У. А. Сопуев, Е. А. Коломиец 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2024. Т. 67, № 3                                                    JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2024. Vol. 67, N 3 

Как видно из рис. 2, a, бассейны притяжения замкнутой резонансной инвариантной 
кривой и устойчивого 15-го цикла (обозначен светло-малиновым цветом на рис. 2, аг) раз-
делены неустойчивой замкнутой кривой, которая образована устойчивыми многообразиями 
седлового 7-го цикла и точками 7-го цикла, имеющего тип неустойчивого фокуса. Бассейны 
же притяжения замкнутой инвариантной кривой с квазипериодической динамикой, возни-
кающей через бифуркацию Неймарка — Сакера (см. основную ветвь на рис. 1), и резонанс-
ной кривой периода 7 (вторая зеленая ветвь на рис. 1) разделены другой неустойчивой инва-
риантной кривой. Неустойчивая замкнутая кривая образована устойчивыми многообразиями 
седлового 7-го цикла и точками неустойчивого 7-го цикла (репеллера) другого типа. Устой-
чивая замкнутая инвариантная кривая с периодической динамикой (резонансная кривая пе-
риода 7) образована неустойчивыми многообразиями седлового 7-го цикла. 

При дальнейшем увеличении   неустойчивая замкнутая кривая с периодической дина-
микой становится неустойчивой квазипериодической (зеленая кривая на рис. 2, б, 20,0  ) 
через бифуркацию „граничного столкновения“. Затем, с увеличением  , аналогичную би-
фуркацию претерпевает устойчивая замкнутая кривая с периодической динамикой. В резуль-
тате такой бифуркации она становится устойчивой кривой с квазипериодической динамикой 
(рис. 2, в, 20,12  ). Бассейны притяжения сосуществующих квазипериодических аттракто-
ров разделены неустойчивой квазипериодической инвариантной кривой, которая на рис. 2, в 
не показана (см. также замкнутую кривую, выделенную на рис. 2, б зеленым цветом). 

И наконец, устойчивая (темно-малиновая на рис. 2, в), принадлежащая первой ветви 
бифуркационной диаграммы, и неустойчивая (зеленая на рис. 2, б) квазипериодические замк-
нутые кривые исчезают через седло-узловую квазипериодическую бифуркацию [30] при 

2
QFold . На рис. 2, г, 20,176165  , приведен фазовый портрет отображения после этой би-

фуркации, когда отображение демонстрирует бистабильную динамику: квазипериодический 
аттрактор второй ветви, который на бифуркационной диаграмме выделен зеленым цветом, 
сосуществует с устойчивым периодическим решением периода 15. Границей бассейнов при-
тяжения сосуществующих аттракторов является неустойчивая периодическая замкнутая кри-
вая. 

Заключение. Выполнен бифуркационный анализ негладкого отображения с большим 
числом многообразий переключения с мультистабильной динамикой. Это отображение явля-
ется дискретной моделью однополярной широтно-импульсной системы управления энерго-
обеспечением печи для выращивания кристаллов искусственного сапфира. 

Показано, что отображение демонстрирует особый тип мультистабильного поведения, 
когда в фазовом пространстве сосуществуют несколько вложенных друг в друга замкнутых 
инвариантных кривых, соответствующих двухчастотным колебаниям. 

Исследованы механизмы рождения и исчезновения сосуществующих замкнутых инвари-
антных кривых через суперкритическую бифуркацию Неймарка — Сакера, последовательность 
бифуркаций граничного столкновения и квазипериодической седло-узловой бифуркации. 
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