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Аннотация. Рассматривается задача параметрического синтеза законов управления непрерывными сис-
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Синтез параметров систем автоматического управления (САУ) сложными техническими 
объектами является актуальной инженерно-технической задачей, что обусловлено прогрессив-
ным развитием электромеханических, электроэнергетических, а также робототехнических ки-
берфизических систем, проектируемых и внедряемых в разных областях науки и техники [1, 2]. 

Поскольку речь идет о системах с распределенными параметрами, задача их реализа-
ции, в отличие от реализации систем с сосредоточенными параметрами, имеет ряд особенно-
стей, связанных с построением математической модели. Главная особенность задачи реали-
зации САУ с распределенными параметрами — учет пространственной протяженности 
управляемого объекта, что влечет за собой описание не только во времени, но и в простран-
стве. Следствием особенности описания объекта можно считать тот факт, что САУ с распре-
деленными параметрами описываются дифференциальными уравнениями в частных произ-
водных (далее — ДУ ЧП), интегральными, а также интегродифференциальными уравнения-
ми, что приводит к трудностям в расчетах и построении математической модели объекта. 

Наиболее распространенным методом синтеза САУ является обобщенный метод Галер-
кина [3—7]. Однако указанный метод не позволяет решить задачу синтеза САУ, используя 
уравнения в частных производных. С целью упрощения обобщенного метода Галеркина и 
распространения его на системы с распределенными параметрами рассмотрим классический 
пример перехода от ДУ ЧП к обыкновенным дифференциальным уравнениям и использова-
ние данного метода [5—11] в уравнении перехода. 

Для решения поставленной задачи рассмотрим процедуру синтеза системы управления 
объектом с распределенными параметрами с обратной связью на примере процесса нагрева 
стержня в печи. В отличие от систем с сосредоточенными параметрами, где используются 
обыкновенные дифференциальные уравнения, в системах с распределенными параметрами 
задача осложняется учетом нескольких переменных в пространстве состояний, что связано с 
рядом сложностей и, как следствие, с недостаточной изученностью данного класса систем, а 
также с отсутствием эффективного математического аппарата для своевременного принятия 
решения. 

Поскольку исследуется непрерывная система, содержащая обратную связь, необходимо 
и достаточно рассмотреть управление процессом нагрева стержня с использованием текущей 
и предыдущей по времени обратной связи [12]. Используя данные из работы [12], выполним 
переход от ДУ ЧП к обыкновенным дифференциальным уравнениям [13]. Для этого необхо-

димо в двумерной области   , , 0D x t a x b t   
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Для наглядности введем момент времени, в течение которого необходимо провести ис-
следование: T=1 с. 

Далее необходимо получить точное решение U(x, t) с помощью разложения функции в 
ряд Фурье. При условии, что β(x)=0, (x)=0, K(x)=c1=const, используем метод разделения пе-
ременных [14]: 
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и неоднородное уравнение 
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Так как данное уравнение линейное, то решение существует; умножая уравнение на лю-
бой числовой множитель и суммируя с другим таким же решением, получаем 

2
1

2 2 2 21

( , ) exp sin .k
k

kc kx
U x t A t

a b a b





                 
  

Поскольку начальное значение 0
2

(0) (0)
( ,0) ( ) (0),U x f x x

b

 
  

 
то 

2 2

0 1 2
1

( , ) ( , ) exp sin .
( )

M

k
k

k k x
U x t U x t A c t

b ab a

              
  

Далее необходимо задать количество слагаемых, при которых точность решения в отно-
сительных единицах будет иметь большее приближение; так, при M=3 с точностью до 0,001 
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В этом случае получим точное решение U(x, t) вида 
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Введем переменную n=2, которая представляет собой количество решений. Получим 
график точного решения (рис. 1) при t=T. 

 
Рис. 1  
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( )

2 ( ) ( ) ( )
( , ) если 0, ,0 .

k k

k

k k

k

b a b ax a x b k x a
V k x k

VV a b b a

k x a x b k x a
V k x k

VV









     
  

  
    

  
  

 

Далее введем систему приближенных функций 
( , ) ( , ).W k x V k x  

Для получения передаточной функции объекта управления с распределенными пара-
метрами введем в рассмотрение матрицы, элементы которых являются коэффициентами сис-
темы ДУ: 

.
d

A H CH B
dt

    
 

 

Для нахождения функций Hk(t) с начальными условиями AH(0)=D1 при 1, ,i n  1,j n  
можно записать: 

1 2 1( ) ( ,0) ( ) (0, ) (0) (0, ) ( ) ( , ) ;
b

i
a

d
B K x V x K x V x V x g x W i x dx

dx
     
   

3 

2 

1 

0                     1                2                3 х  

UT(x, T)
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1, 1 ( , ) ( , ) ;
b

i j
a

A V j x W i x dx     

2

1, 1 2
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ,

b

i j
a

d d d
C K x V j x K x V j x x V j x dx W i x dx

dx dxdx
 

        
    

  

1 1 ( ( ) (0, )) ( , ) .
b

i
a

D f x V x W i x dx    

Зададим матричную систему дифференциальных уравнений в виде  

1 1,
d

H A H B
dt

   

1
1A A C  

с учетом начальных условий 

2(0) ;H D   
1

1 ,B A B   
1

2 1.D A D  

Таким образом, получено решение системы дифференциальных уравнений 
H=D2; 

D(t, H)=A1+B1, 

1

2
,

2,454
( )

1,504
( )

.2,198
...

1,751
( )

0,665

n k

n

H T

H T
Y

H T

 
   
   
     
   
   
    

 

Решение имеет следующий вид: 
U(x, 1) =U0(x) + 2,454U1(x)ꞏ1,504U2(x) – 2,198U3(x)ꞏ1,751U4(x) – 0,665U5(x), 

а приближенное решение — вид 

 ,
1

( ) (0, ) ( , ) .
n

n k
k

U x V x V k x Y


   

На рис. 2, а представлены полученные графики приближенного U(x) и точного UT(x, T) 
решений (кривые 1 и 2 соответственно) при n=2.  

Для наглядности на рис. 2, б показан аналогичный график при n=3.  

 
Рис. 2 

Как видно из графиков, при заданном количестве решений приближенное и точное ре-
шения совпадают, что является необходимым при реализации перехода от ДУ ЧП к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям.  

UT(x, T), 
U(x)  
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Размерность матрицы A и точность вычисления приближенного решения задаются па-
раметром п.  

Поскольку решение удовлетворяет заданным параметрам, используем полученные мат-
рицы пространства состояний A, B, C для нахождения передаточной функции системы авто-
матического управления с распределенными параметрами:  

 1 0,935 0
,  ,  0,101 0,095 .

0,935 1 1
A B C

   
       
   

 

Найдем передаточную функцию объекта управления с распределенными параметрами, 
заданную матрицами 

   
1

1 1 2 1
р.п 1 2

3 4 2

1 1 2 2 1 1 4 2 3 1 2 1 2 2 2 1
2

1 4 1 4 2 3

0
( )

0

.

a a bp
W p C pI A B c c

a a bp

b c p b c p b c a c a b b c a b c a

p a p a p a a a a


      

           
     

    


   

 

Таким образом, передаточная функция звена с распределенными параметрами 

р.п 2

0,095 0,1894
( ) .

2 1,8742

p
W p

p p

 


 
 

В задаче синтеза параметров технических систем обобщенным методом Галеркина 
предполагается, что структура и параметры синтезируемой САУ известны. Структура регуля-
тора САУ задается в общем виде и определяется из условия приближенного обеспечения за-
данных показателей качества работы системы в переходном режиме (Tп.п — время переходно-
го процесса, σ — перерегулирование, μ — колебательность). Устойчивость и грубость САУ 
определяются варьируемыми параметрами системы.  

Используя схему САУ из работы [7], внесем изменения в объект управления. Объектом 
управления будем считать стержень, нагреваемый в печи. Структурная схема, моделирующая 
непрерывную систему автоматического управления процессом нагрева стержня в печи, пред-
ставлена на рис. 3. 

 
Рис. 3  

САУ, состоящая из ПИД-регулятора объекта управления, описывается относительно 
координаты выхода следующим ДУ: 

 
 
 

2
1 1 4 1 4 2 3

2
1 1 2 1 1 1 1 1 2 2 1 1 4 2 3 1 2 1 2 2 2 1

2
1 1 2 1 1 1 1 1 2 2 1 1 4 2 3 1 2 1 2 2 2 1

2
1 1 2 1 1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )

0,01( ) ( ).

T p p a p a p a a a a z t

K T T p K T p K b c p b c p b c c c a b b c a b c a z t

K T T p K T p K b c p b c p b c c c a b b c a b c a f t

K T T p K T p K f t

    

        

        

  

 

Уравнение движения, описывающее динамику представленной системы управления, 
имеет следующий вид:  

   , ( ) ( ) ( ) , ( ),k kQ c D x t f p x t S c D f t   

где ( )x t  — координата выхода системы с распределенными параметрами; ( )f t  — сигнал на вхо-

де системы управления; сk — варьируемые параметры; 
2

0 1 2
2

1 2

...( )
( )  

( ) ...

a a p a pp
f p

p b p b p

  
 
  

 — 

K1(T1T2p
2+ T1p+1) 

T1p 

f(t) x(t) z(t) 
Wр.п(p) 
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обобщенные полиномы САУ с распределенными параметрами [15];    , , ,k kQ c D S c D
 
— по-

линомы оператора обобщенного дифференцирования D. 
В ходе решения поставленной задачи параметрического синтеза необходимо опреде-

лить положительные значения варьируемых параметров, которые будут обеспечивать в сис-
теме перерегулирование на уровне σ≤16 % при f(t)=1(t) переходном процессе и времени зату-
хания Tп.п ≤10 с с сохранением устойчивости. 

Исходя из заданных показателей качества работы системы в переходном режиме в соот-
ветствии с рекомендациями, изложенными в [7], были определены параметры желаемого 
программного движения:  

0
1 0( ) cos( ),t

yx t x H e t     

где 1 01; 1,105; 10; 21 рад/c; 0, 454 рад.yx H         

Графики переходных процессов системы представлены на рис. 4, где кривая 1 соответст-
вует желаемому программному движению, кривая 2 — полученному переходному процессу. 

 
Рис. 4  

В результате решения поставленной задачи синтеза обобщенным методом Галеркина 
были получены следующие значения варьируемых параметров ПИД-регулятора: T1 =0,51 с,  
T2 =0,12 с, K1 =0,244. Полученный график переходного процесса показывает, что найденные 
параметры приближенно обеспечивают заданные показатели качества работы САУ в пере-
ходном режиме. 

Таким образом, выполнена задача распространения обобщенного метода Галеркина на 
новый класс систем с распределенными параметрами. Используя указанный метод реализа-
ции перехода от ДУ ЧП к обыкновенным дифференциальным уравнениям, можно значитель-
но упростить процесс решения задачи параметрического синтеза САУ с распределенными 
параметрами. 
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