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ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМ ПРОСТРАНСТВЕННОГО СЛЕЖЕНИЯ 
С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ  

Для линейных дискретных систем с периодически изменяющимися коэффи- 
циентами разработана процедура синтеза регулятора на основе метода модаль-
ного управления, сводящаяся к решению системы матричных уравнений типа 
Сильвестра, число которых соответствует количеству интервалов дискретности, 
содержащихся в периоде изменения параметров системы. С использованием 
полученных результатов произведен синтез пропорционального регулятора и 
исследованы переходные процессы в системе пространственного слежения для 
типовых режимов ее работы — захвата и автосопровождения цели.  

Ключевые слова: дискретная система, периодическое изменение параметров, 
пропорциональный регулятор, качество процессов, математическое модели-
рование и анализ динамических свойств системы. 

Введение. В режиме захвата следящая система пространственного слежения по каналам 
угла места и азимута должна обеспечить заданное время переходного процесса с мини- 
мальным перерегулированием, а в режиме сопровождения цели — надежное, без срывов, 
слежение с минимальными ошибками. Одним из способов обеспечения высокого качества 
процессов в следящих локаторах с коническим сканированием является учет процессов,  
происходящих как внутри периода сканирования при посылках облучающих импульсов, так 
и интегральных характеристик процессов за период процесса сканирования, что особенно  
актуально для систем с редкими посылками за период сканирования. Математическая модель 
угломерной системы в этом случае сводится к системе разностных матричных уравнений с 
периодически изменяющимися коэффициентами. 

С точки зрения теории управления системы с периодически изменяющимися коэффи-
циентами являются нестационарными. Это обусловливает трудности, возникающие при по-
строении процедур анализа качества процессов и синтеза регуляторов для такого рода систем. 
В настоящей статье предлагается использовать подход, который позволяет свести исследова-
ние нестационарной линейной дискретной системы с периодически изменяющимися коэф-
фициентами к изучению стационарной системы путем рассмотрения поведения исходной 
системы в дискретные моменты времени, следующие через период изменения параметров. 
Очевидным достоинством такого подхода является то, что он позволит воспользоваться всем 
многообразием методов анализа качества и синтеза регуляторов для линейных стационарных 
систем. 

Постановка задачи. Рассмотрим уравнение, описывающее модель замкнутой линейной 
дискретной системы с периодически изменяющимися коэффициентами: 
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где x  — вектор состояния системы, nRx∈ ; ( )0x  — вектор начальных состояний; y  — век-

тор регулируемых переменных, lRy∈ ; 0, 1, 2,m= …  — дискретные моменты времени; k  — 
число интервалов дискретности внутри периода изменения параметров; 0, 1, , ( 1)i k= −…  — 
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номер интервала дискретности внутри периода изменения параметров; 1+iF  — k-периоди-
ческая ( n n× )-матрица описания замкнутой системы на ( 1i+ )-м интервале дискретности внут-
ри периода изменения параметров; 1+iC  — k-периодическая ( nl × )-матрица выхода. 

Сведем описание линейной нестационарной системы к описанию стационарной, рас-
смотрев поведение траекторий движения системы (1) на интервалах дискретности, следую-
щих через период изменения параметров. Для этого запишем уравнения движения этой сис-
темы на каждом интервале дискретности внутри периода изменения параметров при двух 
значениях дискретных моментов времени: 
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Анализ систем уравнений (2) и (3) показывает, что в дискретные моменты времени, сле-
дующие через период изменения параметров, уравнения движения системы (1) принимают 
вид 
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— периодическая обобщенная матрица описания ( 1i+ )-го уравнения движения замкнутой 
системы; ( )ix  — вектор обобщенных начальных состояний ( 1i+ )-го уравнения движения 
замкнутой системы, который вычисляется следующим образом: 
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Линейную дискретную систему с периодически изменяющимися коэффициентами в 
дискретные моменты времени, следующими через период изменения параметров, можно рас-
сматривать как линейную стационарную [1, 2]. Из литературы [3, 4] известно, что линейная 
стационарная дискретная система будет устойчивой, если корни матрицы замкнутой системы 
находятся внутри круга единичного радиуса с центром в начале координат. По аналогии сле-
дует, что система (4) будет устойчивой, если собственные числа матриц 1

~
+iF  ( )( )0, 1i k= −   
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будут находиться внутри круга единичного радиуса с центром в начале координат. Таким об-
разом, для того чтобы дискретная система с периодически изменяющимися коэффициентами 
была устойчивой, собственные числа всех k  матриц, определяющих описание движений 
замкнутой системы для каждого из интервалов дискретности, следующих через период изме-
нения параметров, должны находиться в круге единичного радиуса с центром в начале коор-
динат. 

Синтез регуляторов для систем с периодически изменяющимися коэффициентами. 
Рассмотрим синтез модальных управлений (синтез пропорционального регулятора) для дис-
кретной системы с периодически изменяющимися коэффициентами по заданным показате-
лям качества переходных процессов. Рассмотрим объект уравнения (ОУ) вида: 
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где u — управляющее воздействие на систему, lRu∈ ; g — вектор внешних воздействий, 
lRg ∈ ; e — вектор ошибки, lRe∈ ; 1+iA  — периодическая ( nn× )-матрица описания ОУ на 

(i+1)-м шаге внутри номера интервала дискретности внутри периода изменения параметров; 
1+iB  — периодическая ( ln× )-матрица входов ОУ по управляющему воздействию на (i+1)-м 

шаге внутри интервала дискретности внутри периода изменения параметров. 
Поставим задачу спроектировать для системы (6) закон управления вида 

 ( ) ( ) ( )1 , 0, 1 ,iu mk i K x mk i i k++ =− + = −  (7) 

где 1+iK  — периодическая ( nl × )-матрица линейных обратных связей (ЛОС) по состояниям 
ОУ на (i+1)-м шаге внутри интервала дискретности внутри периода изменения параметров; 
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+

 — периодическая ( ll × )-матрица ЛОС по ошибке на (i+1)-м интер-

вале дискретности внутри периода изменения параметров; 1+iK  — периодическая ( )( )l n l× − -

матрица ЛОС по состояниям [ ]1; ; T
l nx x x+= … на (i+1)-м интервале дискретности внутри пе-

риода изменения параметров. 
Закон управления вида (7) должен обеспечивать в замкнутой системе требуемые дина-

мические показатели качества. Уравнения движения замкнутой системы с проектируемым 
регулятором относительно переходной составляющей, по которой и определяются динамиче-
ские показатели качества (время переходного процесса, перерегулирование), имеют вид 
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где 1 1 1 1i i i iF A B K+ + + += −  — периодическая матрица описания замкнутой системы на (i+1)-м 
интервале дискретности внутри периода изменения параметров. 

Рассмотрим поведение уравнения движения системы (8) на каждом интервале дискрет-
ности внутри периода изменения параметров k, которое в этом случае принимает вид систе-
мы, состоящей из k уравнений: 
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В соответствии с исходной системой (8) назначим эталонную модель: 
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где эz  — вектор состояния эталонной модели, размерность которого совпадает с размерно-
стью вектора x  системы (6); эυ  — вектор выхода эталонной модели, размерность которого 
совпадает с размерностью вектора u  системы (6); эΓ  — ( nn× )-матрица описания эталонной 
модели; эH — ( nl × )-матрица выхода эталонной модели.  

Рассмотрим поведение системы (10) на интервалах дискретности внутри периода изме-
нения параметров 
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где k
ээ

~ Γ=Γ  — обобщенная матрица эталонной модели для интервалов дискретности внутри 

периода изменения параметров; ( ) ( )0эээ ziz iΓ=  — вектор обобщенных начальных состояний 
(i+1)-го уравнения движения эталонной модели через интервал дискретности внутри периода 
изменения параметров.  

Заданием матрицы эΓ  определяются требуемые собственные числа замкнутой системы 
(10), которые будут одинаковы на каждом интервале дискретности ( )1,0 −= ki , они удовлетво-
ряют характеристическому уравнению матрицы описания эталонной модели [ ]эdet 0IΓ −λ = . 
Выберем матрицу эΓ  таким образом, чтобы обеспечить требуемый характеристический по-

лином матрицы э
~Γ  системы (11), т.е. если *

jλ  ( )1,j n=  — собственные числа матрицы э
~Γ , а 

jλ  ( )1,j n=  — собственные числа матрицы эΓ , то 

 * , 1,k
j j j nλ = λ = .  

При назначении эталонной модели матрицу эH  выбирают из условия полной наблюдаемости 

пары матриц ( )э э, HΓ� . 

Искомые матрицы ЛОС 1+iK  должны обеспечивать на каждом интервале дискретности 

( )1,0 −= ki  совпадение собственных чисел матриц 1
~
+iF , определяющих свойства замкнутой 

системы на этих интервалах дискретности с собственными числами матрицы э
~Γ  эталонной 

модели (11). Более подробно описание алгоритма построения регуляторов приведено в [1, 7]. 
Запишем только, что искомая периодическая матрица ЛОС статического регулятора 

1+iK  ( )( )0, 1i k= −  определяется следующим образом: 

 ( )1
1 э 1, 0, 1i iK H M i k−
+ += = − .  



20 В. В. Григорьев, О. К. Мансурова, М. М. Мотылькова и др. 

ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2009. Т. 52, № 11 

На рис. 1 приведена функциональная схема дискретной системы с периодически изме-
няющимися коэффициентами с построенным пропорциональным регулятором. 

Синхронизатор

Регулятор

g(mk+i) e(mk+i) y(mk+i)u(mk+i)

xn(mk+i)

x2(mk+i)

k1i +1

k2i +1

kni +1

ОУ

 
Рис. 1 

Приведенный алгоритм обобщается в работах [1, 7] и для построения пропорционально-
интегрального регулятора. Функциональная схема дискретной системы с периодически изме-
няющимися коэффициентами с регулятором такого типа приведена на рис. 2. 
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Рис. 2 

Моделирование системы пространственного слежения. С помощью пакета модели-
рования Simulink были исследованы процессы в следящей локационной станции с кониче-
ским сканированием с пропорционально-интегральным регулятором. 

На рис. 3 приведены траектории движения системы в пространстве выходов для режима 
захвата при разорванной интегральной связи (а) и при ее наличии (б) в случае постоянных 
входных воздействий по каждому из каналов угломерного тракта. На рисунке приведены во-
семь траекторий движения для различных вариантов соотношения амплитуд входных воздей-
ствий, причем входные воздействия выбирались таким образом, чтобы модуль амплитуды 
входного воздействия g  был постоянен и равен двум. 

На рис. 4 приведены траектории движения системы в пространстве ошибок для режима 
слежения при разорванной интегральной связи (а) и при ее наличии (б) в случае линейно воз-
растающих входных воздействий по каждому из каналов угломерного тракта. На рисунке 
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приведены восемь траекторий движения для различных вариантов соотношения скоростей 
входных воздействий, причем входные воздействия выбирались таким образом, чтобы мо-
дуль величины скорости возрастания входного воздействия gV  был постоянен и равен двум.  
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Рис. 3 
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Рис. 4 

Также из результатов моделирования можно сделать вывод, что при проектировании 
регуляторов для следящей локационной станции с коническим сканированием предпочти-
тельно в режиме захвата использовать пропорциональный регулятор, а пропорционально-
интегральный регулятор — в режиме слежения, так как он обеспечивает более точные ре-
зультаты. Этого можно достичь, если для системы спроектировать пропорционально-интег-
ральный регулятор, но в режиме захвата разрывать интегральную связь. 

Заключение. В настоящей статье описан подход, который позволяет свести исследова-
ние нестационарной линейной дискретной системы с периодически изменяющимися коэф-
фициентами к изучению стационарной системы, описание которой задается в интервалы дис-
кретности, следующие через период изменения параметров. Проведено исследование систе-
мы пространственного слежения с периодическими коэффициентами в наиболее распростра-
ненных режимах ее работы. 

Работа поддержана грантом РФФИ № 09-08-00857-а. 
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