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Рассмотрен параллельный метод решения уравнения Хартри—Фока, основан-
ный на алгоритме DC. Предложенный метод позволяет частично решать задачу 
самосогласования локально на вычислительных узлах, что служит сокращению 
накладных расходов.  
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Введение. Распространенным подходом к приближенному решению уравнения Шре-
дингера является так называемое одноэлектронное приближение, при котором каждый элек-
трон рассматривается как независимый, движущийся в усредненном поле ядер атомов и дру-
гих электронов. Этот подход используется в методах Хартри—Фока, функционала плотности 
или приближении сильносвязанных электронов. Уточнение решения за счет учета корреля-
ционной энергии электронов приводит к критическому росту вычислительной сложности и 
на практике возможно при моделировании молекулярных систем лишь из небольшого числа 
атомов [1].  

Для моделирования свойств по возможности больших систем используются наиболее 
простые одноэлектронные ab initio или даже полуэмпирические приближения [2]. Однако 
традиционная постановка задачи и в этих случаях приводит к кубическому росту вычисли-
тельной сложности при увеличении числа атомов, что делает ее неприменимой для систем, 
содержащих 1000 атомов и более. В этой связи в настоящее время широко обсуждаются ли-
нейно масштабируемые методы, значительно расширяющие границы применения квантовой 
химии [3]. Однако увеличение размеров систем до десятков и сотен тысяч атомов дополни-
тельно требует параллельной реализации указанных алгоритмов. В работе представлен опыт 
применения линейно масштабируемого метода “Divide-and-conquer” (DC) для квантово-
химического уравнения Хартри—Фока. Моделированию подлежала электронная структура 
молекулярных соединений типа „графен“ и „графан“. 

Специфика выбранных соединений позволяет наблюдать важные эффекты, связанные 
со сходимостью итерационного процесса самосогласования. При рассмотрении масштаби-
руемости того или иного метода необходимо учитывать не только сложность выполнения од-
ной итерации самосогласования, но и зависимость числа итераций от числа атомов [4]. 

Параллельный алгоритм, основанный на пространственной декомпозиции молекуляр-
ной системы, аналогичной декомпозиции в алгоритме DC, приводит не только к снижению 
времени выполнения одной итерации, но и к уменьшению числа итераций самосогласования, 
требуемых для сходимости. Относительно полного времени решения задачи Хартри—Фока, 
таким образом, наблюдается гиперускорение. Для объяснения описанного эффекта необхо-
димо рассмотреть свойства уравнения Хартри—Фока и его решений.  

Постановка задачи. Уравнение Хартри—Фока. В методе Хартри—Фока гамильтониан 
молекулярной системы в уравнении Шредингера заменяется приближенным одноэлектронным 
аналогом — фокианом. В таком случае приближенное уравнение Шредингера приобретает 
вид [5]: 
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Оно должно быть решено относительно волновых функции ψk(r) в действительной об-
ласти пространства в некоторой окрестности неподвижных центров атомных ядер. Здесь V — 
оператор эффективного потенциала, в котором движется электрон: V=V0+Vd+Vx; V0 описывает 
вклад взаимодействия электрона и атомных ядер; Vd и Vx описывают взаимодействие с ос-
тальными электронами системы: 
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При разложении по выбранному набору базисных функций k-я орбиталь представляет 
собой линейную комбинацию базисных функций φi с неизвестными коэффициентами Cki [6]: 
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относительно которых уравнение Хартри—Фока может быть записано следующим образом: 
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где F — матрица фокиана в соответствующем базисном разложении. Выражение (3) пред-
ставляет собой задачу на собственные числа и собственные векторы матрицы F. Матрица 
плотности P определяется выражением: 
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Как видно, матрица фокиана, в свою очередь, зависит от матрицы плотности. Таким об-
разом, уравнения (2)—(4) формируют так называемую самосогласованную задачу, решение 
которой сводится к итерационному процессу с последовательным уточнением матрицы Р и 
соответствующей матрицы F до достижения сходимости.  

Из уравнения (3) видна кубическая сложность предлагаемого алгоритма относительно 
размера матриц P и F, однако при использовании базиса сильно локализованных функций 
внедиагональные элементы матрицы плотности довольно быстро затухают с расстоянием. 
Это приводит к тому, что реальное число отличных от нуля матричных элементов оказывает-
ся ~N, а не ~N2 [7]. То же относится и к матрице фокиана в этом представлении. Соответст-
венно все действия с такими матрицами имеют трудоемкость ниже O(N3), что отражает ло-
кальный характер квантовой механики и так или иначе используется всеми линейно масшта-
бируемыми алгоритмами решения задачи Хартри—Фока. 

Алгоритм DC и его параллельная реализация. С помощью алгоритма DC общая мат-
рица плотности строится на основе решения, полученного не для всей системы в целом, а для 
некоторых перекрывающихся фрагментов. Величина буферной зоны задается посредством 
величины отсечения Sth интегралов перекрывания базисных функций, значения меньше кото-
рой считаются нулевыми. Атомы, базисные функции которых не перекрываются, считаются 
не взаимодействующими непосредственно [8].  

Для каждой подобласти проводится отдельный расчет субматрицы плотности. Объединяю-
щим условием для всей рассчитываемой системы является только энергия уровня Ферми. У полу-
ченной субматрицы плотности для подобласти исключаются из рассмотрения все „углы“.  
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На рис. 1 приведена матрица плотности для центральной области. Из полной матрицы плотности 
(слева) в дальнейших вычислениях используется только „крестообразная“ часть (справа) [6]. 

Рис. 1 
Неперекрывающиеся области (центральные) суммируются с единичным весом, а пере-

крывающиеся — с весом 0,5. 
Диагонализация гамильтониана и вычисление субматрицы плотности для каждого из 

фрагментов могут производиться совершенно независимо. Однако накладные расходы по 
сбору и раздаче матриц особенно сильно возрастают с уменьшением фрагмента до значений, 
при которых размеры буферной и центральной областей становятся соизмеримыми.  

Объем передаваемой информации быстро возрастает при уменьшении размера фраг-
мента, что делает алгоритм малоэффективным при соответствующем увеличении количества 
узлов. В работе предпринята попытка снизить объем накладных расходов за счет модифика-
ции параллельного алгоритма DC. Предлагается выполнять процесс самосогласования для 
каждого фрагмента локально, при фиксированных значениях элементов матрицы плотности, 
соответствующих буферной области. Такая итерация далее будет называться локальной. Под 
глобальной итерацией далее будет подразумеваться обычная для DC алгоритма операция по 
уточнению матрицы гамильтониана.  

На рис. 2, а представлена блок-схема параллельной версии DC алгоритма. Под блоком 
вычисления субматриц плотности на узлах понимается последовательность действий, приве-
денная на рис. 2, б. Если итерации внешнего цикла не выполняются, то блок-схемы описыва-
ют параллельный вариант исходного алгоритма DC, в противном случае — модифицирован-
ный вариант, а на рис. 2, б приведен итерационный процесс, выполняемый локально. 
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Теоретически оценить параллельное ускорение модифицированного и исходного вари-
антов алгоритма DC позволяет выражение: 

2
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где N — число атомов в системе,  и  — коэффициенты трудоемкости,   — число узлов,  
π — число вычислительных ядер на узле. Операция диагонализации матрицы характеризует-
ся линейностью алгоритма DC, в то время как обновление матрицы гамильтониана имеет 
квадратичную сложность с очень малым коэффициентом. Поскольку для систем размером 
~105 атомов нелинейность проявляется, в модель введено квадратичное слагаемое. Третье 
слагаемое в знаменателе относится к накладным расходам: d — длина сообщения, приходя-
щаяся на один атом системы, с — количество соседей для каждого атома, κ — геометриче-
ский фактор, связывающий площадь фрагмента с длиной его границы, τ — скорость MPI пе-
редачи данных; K — среднее число локальных итераций, приходящихся на одну глобальную.  

Идея модификации алгоритма DC состоит именно в том, что локальные итерации по-
зволяют существенно повысить скорость сходимости глобального процесса самосогласова-
ния, тогда K > 1, и накладные расходы снижаются в соответствующее количество раз. Случай 
K = 1 соответствует параллельному ускорению исходного алгоритма DC.  

Измерение производительности. Параллельная производительность модифициро-
ванного алгоритма DC измерялась в ходе моделирования электронной плотности молекул 
графена различного размера. Запуски производились на суперкомпьютере МГУ „Ломоно-
сов“ на 128, 256 и 512 узлах (8 вычислительных ядер на узел). В таблице приведены ре-
зультаты измерения полного времени решения задачи, времени вычисления одной гло-
бальной итерации и индексы эффективности использования ресурсов. Отсутствие данных 
по ускорению объясняется невозможностью проведения последовательного расчета для 
систем таких размеров.  

Результаты измерений времени решения задач Хартри—Фока на 128/256/512 узлах 
для молекул графена различных размеров 

Размер  
молекулы 

Полное время  
выполнения, с 

Эффективность Время выполнения  
одной итерации, с 

Эффективность 

20802 2118/1469/1048 0,71/0,71 3,0/1,9/1,3 0,78/0,73
46202 4892/2839/1847 0,86/0,76 7,9/4,1/2,7 0,96/0,75
98562 32346/12835/7513 1,26/0,85 16,5/8,9/4,9 0,93/0,9

Из таблицы видно, что для системы максимального размера при переходе от 128 к 
256 ядрам наблюдается гиперэффективность использования вычислительных ресурсов 
~1,26. Эффект наблюдается для полного времени решения задачи, максимально дости-
гаемая эффективность для одной итерации меньше единицы. Механизм возникновения 
обнаруженного эффекта в общих чертах следующий. Скорость сходимости процесса са-
мосогласования для фрагментов молекулярной системы заметно зависит от числа атомов, 
поэтому при уменьшении размера фрагментов в определенных условиях выигрыш по 
времени от ускорения сходимости может превысить возрастающие затраты на пересылку 
данных. Однако такое качественное описание не позволяет ответить на важный вопрос об 
эффективности использования именно модифицированного алгоритма DC. Сходимость 
процесса самосогласования для молекулы целиком может оказаться лучшей, чем для 
фрагментов, это приведет к проигрышу относительно исходного алгоритма. Если рас-
сматривать модель (5) как ускорение относительно одной глобальной итерации, полное 
ускорение запишется как S0=Sn0(nlnG)–1, где n0 — число итераций до сходимости в немо-
дифицированном алгоритме DC, nl — число локальных итераций до сходимости,  
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nG — число глобальных итераций. Коэффициент при S в правой части этого выражения 
будем называть коэффициентом гиперэффективности. В выражении (5) K = nl. 

Модель сходимости процесса Хартри—Фока. Для теоретической оценки ускорения 
предлагаемой параллельной модификации алгоритма DC необходимо рассмотреть зависи-
мость числа необходимых итераций от размера молекулы. Этот непростой процесс прибли-
женно можно описать из следующих общих соображений. Известно, что масштабируемость 
того или иного алгоритма определяется связанностью данных, характерной для решаемой за-
дачи. Рассмотрим реакцию на точечное возмущение решения уравнения (1). В качестве тако-
го практически точечного возмущения зафиксируем вариацию δψ на сферической поверхно-
сти σ некоторого малого радиуса. Решение будем искать во внешней области. Выражение (1) 
может быть представлено как уравнение Пуассона, если понимать его решение в виде итера-
ционного процесса, в котором источник определяется видом ψ-функции, найденным на пре-
дыдущей итерации, тогда: 

( ) ( , ) 2 ( , )( )k n k m k k mG d G V d           q q m q m , (6)

где G(q,m) — функция Грина уравнения Пуассона. Это уравнение может быть решено итера-
ционно, в результате будет получен ряд n-кратных интегральных слагаемых и остаточный 
член, порождаемый первым и вторым слагаемыми в уравнении (6) соответственно. Слож-
ность вычисления каждого из слагаемых пропорциональна размеру области интегрирования в 
степени кратности интеграла (интеграл по поверхности возмущения масштабируется как 
единица). Если область интегрирования всегда соответствует области решения задачи, кон-
кретно — числу атомов в молекуле, то и решение задачи Хартри—Фока будет иметь экспо-
ненциальную сложность,  и таким же образом будет расти число итераций сходимости про-
цесса самосогласования. Напротив, если отклик на точечное возмущение локален и можно 
определить область интегрирования, не зависящую от размера системы, то сложность будет 
постоянной. Более точное описание сходимости должно включать в себя учет убывания чле-
нов ряда и возможную локализацию областей интегрирования в них, этим объясняется отсут-
ствие места для полиномиальной сложности.  

Локальность квантово-химической модели, вводимая алгоритмом DC, имеет смысл ло-
кальности непосредственного взаимодействия атомных оболочек. В итерационном процессе 
самосогласования точечное возмущение может оказывать влияние, выходящее за пределы 
вводимой окрестности. Заметим, что оно может быть измерено непосредственно. 

Для измерения окрестности релаксации точечного возмущения варьировались диаго-
нальные элементы матрицы плотности, относящиеся к выделенному атому вдалеке от границ 
молекулы графена. Вариация производилась после достижения сходимости процесса самосо-
гласования, она составляла 10 % от точной величины и удерживалась до повторного дости-
жения самосогласования. Полученная матрица плотности по модулю вычиталась из точной. 
На рис. 3 приведен пример локального и нелокального отклика для молекулы графена, со-
держащей  572 атома, при пороге DC отсечения 10–3 (а) и 10–4  (б). Точечное возмущение на-
ходится в центре изображений. 

Разностная картина, наблюдаемая на рис. 3, а, считается локальным откликом: края 
графенового листа практически не подсвечены, напротив, на рис. 3, б отклик нелокален, по-
скольку возбуждение слабо затухает к краям, а картина отклика представляет собой, по-
видимому, результат интерференции волновых функций, отраженных от края.  

Измерения скорости сходимости подтвердили экспоненциальное возрастание числа 
итераций для случая нелокального отклика и его постоянство с момента увеличения молеку-
лы до размеров, превышающих область отклика. Для параметра DC-отсечения 10–3 описанное 
изменение поведения соответствует молекуле графена размером 1010 бензольных колец 
(всего 282 атома), для параметров отсечения 2·10–4 и 1·10–4 экспоненциальный рост числа 
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итераций наблюдается при увеличении стороны квадратного листа графена до 30 и 40 бен-
зольных колец соответственно.  

а)                                                             б) 

Рис. 3 
В соответствии с такими предположениями модель зависимости числа итераций n0 от 

размера молекулы может быть записана так: 
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где N0 — размер молекулы, при котором наблюдается изменение поведения; он, как и коэф-
фициент α, определялся экспериментально. Первое из выражений в фигурных скобках введе-
но для корректного поведения рассматриваемой модели вблизи нуля. Модель коэффициента 
гиперэффективности требует также знания поведения коэффициента nG, которое не исследо-
валось теоретически. Эксперимент показал слабую зависимость nG от числа фрагментов 
~100, которая аппроксимировалась линейно.  

Итоговая модель ускорения имеет следующий вид: 
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На рис. 4, а представлены графики коэффициента гиперэффективности, построенные 
в соответствии с предлагаемой моделью, б — ускорения решения задачи самосогласования 
Хартри—Фока для квадратных листов графена 98562 (1) и 46202 атома (2) на базе моделей 
(5) и (8). Коэффициент гиперэффективности, т.е. ускорение, которое было бы достигнуто 
только за счет изменения числа итераций до сходимости, принимает значения больше еди-
ницы в обоих рассмотренных случаях. Это, однако, не гарантирует наличия гиперускоре-
ния, которое проявляется только для случая графенового листа максимального размера. Бо-
лее того, измеренная в ходе экспериментальных исследований эффективность не отвечает 
максимальному ускорению, которое могло бы быть получено. На рис. 4, б угол наклона се-
кущей, проведенной из нуля к точке кривой для большего листа, превысит биссектрису ко-
ординатного угла, только если точка будет располагаться вблизи максимума кривой. Для 
листа графена меньших размеров такая точка вообще отсутствует. Однако для обеих кри-
вых найдется секущая, проведенная через две точки и имеющая „гиперэффективный“ угол 
наклона. Это означает, что проведенные измерения эффективности действительно ничего 
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не могут сообщить о реальном ускорении, а применение самого модифицированного алго-
ритма DC целесообразно только в ограниченном диапазоне числа пространственных фраг-
ментов (область определения графика на рис. 4, а, соответствующая значениям, превы-
шающим единицу). 
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Рис. 4 

Заключение. Предложенная модификация алгоритма DC позволяет снизить накладные 
расходы, пересчитанные на одну итерацию самосогласования. Однако эффективность по от-
ношению к полному времени решения задачи самосогласования демонстрирует более слож-
ное поведение, обусловленное зависимостью числа итераций самосогласования от размера 
молекулы. Проведенные измерения показали высокую эффективность и гиперэффективность 
использования вычислительных ресурсов относительно базы, взятой при запуске на 128 узлах 
(8 ядер на узле), однако это не является гарантией столь же высокой эффективности относи-
тельно гипотетического последовательного исполнения.  

Работа выполнена в рамках контракта 07.514.11.4146 ФЦП „Исследования и разработки 
по приоритетным направлениям развития научно-технологического комплекса России на 
2007—2013 годы“. 
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